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Die transversale Teilchenbewegung in einem idealen Synchro-
tron, das durch einen einzelnen Sextupol gestoert ist, wird
unter dem Aspekt der Transformation einer Phasenebene mit
dem Teilchenumlauf behandelt. Der Sextupol wird als duenne
Linse aufgefasst; infolge dessen ist die Transformation
durch zwei algebraische Ausdruecke in den PhasenraumkoordI-
naten gegeben. Die fuer das Stabilitaetsverhalten der Te11-
chenbewegung wichtigen Fixpunkte der Transformation ergeben
sich als Loesungen eines algebraischen Gleichungssystems.
Indem man von den Gruppeneigenschaften der Transformation
und eventueller Symmetrie Gebrauch macht, kann man das Auf-
suchen der Fixpunkte wesentlich vereinfachen. Es wird ge-
zeigt, dass in dem betrachteten System sich fixpunkte bis
zur Ordnung sechs analytisch berechnen lassen; sie werden
explizit angegeben.
Die Ergebnisse koennen beim Entwurf von Systemen zur langsa-
men Extraktion des Teilchenstrahles Verwendung finden.
ABSTRACT
======:==
The transversal motion of particles in an ideal synchrotron
which is perturbed by a single sextupole Is treated by
transforming the phase plane over a number of revolutions.
The perturbing sextupole is taken as a thin lens, giving ihe
transformation in ihe form of two algebraic expressions of
the phase space coordinates.
The fixed points of the transformation which are important
for the stability behaviour of the particles emerge from a
system of algebraic equations.
By using the group properties of ihe transformation and its
symmetry the procedure of determinlng the flxed points is
greatly simplified. It is shown that in the system under
consideratton the fixed points may be calculated
analvtically up to sixth order, they are given explicitely.
The results can be used in designing slow extraction systems
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Das Stabliitaetsverhalterr der transversalen Teilchenbewegung
in einem Kreisbeschleuniger oder Speicherring zeigt char.k-
teristische Unterschiede je nach dem, ob die Magnetfelder,
von denen die leLlchen im Ring beeinflusst werden, lineare
funktionen des Abstands von der SeIlbahn sind oder nicht.
In einer rein 'linearen' Maschine ist jede Teilchenbahn sta-
bil, falls nur die 'Struktur' des Magnetsystems so gewaehlt
wurde, dass sich ihr ein (reeller) Q-Wert {l] zuordnen
laesst, d.h. die Spur der Transfermatrix tuer einen Umlaut
dem Betrage nach kleiner als die Zahl zwei 1st; baut man das
'Gitter' der Magnete so auf, dass die genannte Bedingung
verletzt wird, so 1st jede Teilchenbahn instabil: wie auch
immer man die Startbedingungen tuer ein Teilchen waehlt, d.
h. In welchem Abstand X und mit welcher Neigung XI zur Soll-
bahn man das Teilchen in die Vakuumkammer einschiesst, nach
endlicher 2eit wird die Abweichung des lei lehens von der
SeIlbahn die Abmessungen der Vakuumkammer erreicht haben.
Wenn die Magnetfelder nieht voellig linear verlaufen, so ist
die Stabilitaet einer Tetlchenbahn - im Gegensatz zum line8-
ren Fall - nicht nur durch die Parameter der Maschine be-
stimmt, sondern auch durch die Startkoordinaten des betret-
fenden Teilchens.
Diesen Sachverhalt kann man, da X und X· 'Phasenraumkoordt-
naten' sind, folgendermassen ausdruecken: der transversale
Phasenraum, auch -Betatron-Phasenraume genannt, weist im
allgemeinen stabile und instabile Gebiete auf, deren l.age
Kap. I
- 2 -
und Groesse wiederum von den Maschinenparametern abhaengeno
Beim Entwurf eines Beschleunigers kommt es darauf an, die
freien Parameter so zu waehlen, dass trotz unvermeidbarer
feldfehler und Nichtlinearitaeten in den Magneten die Bahn-
koordinaten der Teilchen stets In Stabilitaetsbereichen lle-
Die Untersuchungen ueber den Einfluss von nichtlinearen
Magnetfeldern auf die Teilchenbewegung, die vor etwa 20 Jah-
ren im Zusammenhang mit dem damals anstehenden Bau der er-
sten grossen AG-Synchrotrone (in Genf und Brookhaven) durch-
geluenrt wurden, hatten dementsprechend das Ziel, Regeln zu
finden, deren Anwendung beim Bau der Maschinen Strahlstabi-
Iltaet garantierte. Von den meisten Autoren wurde eine Me-
thode verwendet, die gekennzeichnet ist durch Fourieranalyse
des Potentials und Loesung der Bewegungsgieichungen fuer die
Teilchen mittels Variation der Konstanten. (Bel A. Schoch
[2] findet man eine ausfuehrllche Darstellung dieses Verfah-
rens und zahlreiche Literaturhinweise). Ihr wichtigstes Er-
gebnis ist das folgende: zwis~hen dem Q-Wert Q und der Num-
mer P eines nicht verschwindenden fourierkoeffizienten darf
keine Beziehung der form: Q N = P bestehen, wobei N eine
positive ganze Zahl< 5 ist; anders ausgedrueckt: Resonanzen
und Subresonanzen bis zur Ordnung 4 muessen vermieden wer-
den, wenn der Strahl stabil bleiben soll.
Als sich durch den erfolgreichen Betrieb der grossen Maschi-
nen gezeigt hatte, dass die Nichtlinearitaeten beherrschbar
waren, ging man dazu ueber, sie fuer die langsame Extraktion
des Strahles [3] am Ende der Beschle~nlgung auszunutzen. Man
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erregt zu diesem Zweck spezielle Stoermagnete, meist Sextu-
pale, die ein nlchllineares feld erzeugen, verschiebt den
Arbeitspunkt der Maschine in eine Resonanz und laesst den
Teilchenstrahl nach und nach instabil werden. Die Zahl die-
ser Zusatzmagnete ist relativ klein, neuere Entwuerfe fuer
Extraktionssysteme [4] sehen einen oder zwei Sextupole vor.
Die theoretische Behandlung einer derartigen Anordnung von
nichtlinearen Magneten In einem demgegenueber in erster Nae-
herung als linear anzusehenden Synchrotron ist sehr wohl
nach dem in [2] beschriebenen Verfahren durchfuehrbar (5J;
dies ist jedoch nur dann bequem und durchsichtig, wenn die
Zahl der signifikanten Terme in der fourierentwicklung des
Stoerpotentials yering 1st. Der Fall, dass nur wenige, zudem
scharf lok~lislerte Stoerfelder wirken, liegt sozusagen am
anderen Ende des Anwendungsspektrums der genannten Methode;
denn es gibt hier stets unendlich viele, i. a. gleich grosse
fourierkomponenten, die man - bis auf eine - alle weglaesst
oder wegtransformiert: ersteres ist unbefriedigend, letzte-
r es un bequem ..
Sehr viel durchsichtiger und direkter ist die Methode, auf
der die Computerprogramme basieren, die bei der Berechnung
von Magnetanordnungen zur langsamen Extraktion verwendet
werden: die Maschine wird als linear angesehen und dement-
sprechend durch Transfermatrizen beschrieben, die Stoermag-
nete behandelt man als duenne Linsen; man verfolgt rechne-
risch eine Reihe von Teilchen mit gewissen anfaenglichen
Bahnkoordinaten ueber mehrere Umlaeufe. Moderne Grossrechner
gestatten es , je nach Kompl iziertheit der Anordnung pro Se-
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kunde Rechenzeit etwa 500 bis 5000 Umlaeufe um den Ring zu
simulieren. Die Programmierung ist nicht sehr aufwendig, und
mittels graphischer Ausgabe der Koordinaten kann man sich
leicht einen Ueberbllck ueber die Teilchenbewegung verschaf-
fen [11J.
Gleichwohl ist eine analvtische Behandlung wuenschenswert,
besonders im Hinblick auf Optimierungsfragen. Hierbei waere
es bereits ein Gewinn, wenn die Abhaengigkeit der Koordina-
ten geschlossener Teilohenbahnen von den relevanten Parame-
tern explizit gemacht werden koennte: den Umlaeufen der
Teilchen entsprechen gewisse Transformationen des Beta-
tron-Phasenraumes, geschlossenen Bahnen entsprechen Fixpunk-
te dieser Transformationen; es zeigt sich, dass Lage und
Groesse der Stabllitaetsgebiete 1m Phasenraum durch die Po-
sition so l cher Fixpunkte weitgehend bestimmt werden. ..
Einfache Systeme, bestehend aus einem Sextupol und einem
Quadrupol, sind bereits mehrfach behandelt worden [6] - (9].
Es fehlt jedoch eine systematische Darstellung des Sachver-
halts; des weiteren Ist bisher - soweit bekannt - noch nicht
der Versuch unternommen worden, bei der analytischen Behand-
lung so weit zu gehen, wie es von der Natur des PrOblems her
moeglich Ist. Der Grund liegt In dem enormen Aufwand an al-
gebraischen Manipulationen, der dazu getrieben ~erden muss.
In der vorliegenden Arbeit soll die einfachste Anordnung der
genannten Art, ein einziger stoersextupol in einer im uebri-
gen reIn linearen Maschine, ausfuehrlich untersucht werden.
Dabei wird der Transformationsaspekt des Problems deutlich
in den Vordergrund gestellt. Die Beschraenkung auf den ein-
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fachsten fall hat den Sinn, den Rechenautwand vergleichswei-
se niedrig zu halten und 4as Wesen der Methode deutlicher
hervortreten zu 1 e s sen , 11 It H11 fe des FORMAC-Programmsystems
[10] werden die Grenzen der angesprochenen analytischen Me-
thode erkundet - auch im Hinbi lck auf kompliziertere Anord-
nungen. Gleichzeitig wird ein Verfahren geschildert. dass
auch bei Systemen, die sich ob ihrer Kompliziertheit alge-




11: DAS SYNCHROTRON MIT SEXTUPOLSTOERUNG
====:===============:===========~===
II ..A.: DIE IDEALE MASCHINE
Die transversalen Schwingungen eines Teilchens In einem S~n-
c heo t r-on genuegen den Differentialgleichungen
( 1a)
zn + kz(s) z = FzCs,x,x',z,z')
( lb)
Hierbei bezeichnen x und z die horizontalen bzw. vertikalen
Koordinaten des Teilchens bezueglich der Sollbahn, Xl und z'
die Ableitungen dieser Koordinaten nach der Bogenlaenge s
der Sc l Lb ahn , tiP/P die relative Abweichung des Tei lchenim-
pulses vom Soll impuls. Die funktionen k 1 f kz haengen nur von
der Bogenlaenge ab und sind i. a. periodisch mit einer Peri-
ode, die der Quotient aus Umfang L des Beschleunigers und
Anzahl der Superperioden ist.
In einem 'idealen' S~nchrotron verschwindet die funktion Fa
ganz, die funktion F1 bis auf einen Term, der der Impulsab-
weSchung proportional ist. Betrachtet man nur Teilchen eines
ganz bestimmten Impulses, so kann man durch eine Variablen-
transformation auch diesen Term zum Verschwinden bringen und
hat zwei entkoppelte Schwingungsgleichungen der Form
y' t -+ k( s ) V = 0 ,
( 2 )




Reale Maschinen werden gemeinhin so gebaut, dass die funkti-
onen F at Fz als kleine Stoerungen des rein linearen Falles
angeser.en werden koennen.
Gleiihung (2) ist vom Hil1schen TWp.
sich nach Fl oquet in der form
W : W exp( i ~ )
Ihre Loesung laesst
(3 )
darstellen, wobei die Ampl Hude w( s) der Difrerentialgle {-
chung
w" + k w - 1/( w3 ) = 0
-------------------
genuegt und mit der Phase ~ in der Beziehung
~t= 1/( w2 )
( 4a)
(4b)
steht. Be I de sind funktionen der Bogenlaenge, wobei w der
Periodizitaet des Gitters folgt, waehrend ~ monoton von s
abhaengt.
Wegen der Linearitaet der Gleichung (2) laesst sich ihre
Loesung, dargestellt durch das Variablenpaar (W(s),y'{s» an
einer beliebigen Stelle s, linea~ aus den Anfangswerten

















HIerbeI bezeichnet T eine zweireihige quadratische Matrix,
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die sog. lTransfermatrix'. Die moeglichen Wertepaare (y,yl)
kann man als Punkte einer Ebene interpretieren, der 'Phasen-
ebene' der Schwingung. Jedem Umfangspunkt s laesst sich eine
solche Ebene zuordnen.
Die Elemente der Transfermatrix T sind funktionen der Vari-
ablen wund w' an den Stellen s und So sowie des Phasenvor-
schubs
Jl = ~(s) - ~(so)
zwischen diesen. Ihre genaue form ist in [1] und (8) angege-
ben. In [8] wird auch gezeigt, dass man - aufgrund des eln-
eindeutigen Zusammenhangs zwischen s und ~ - durch eine
Eichtransformation uebergehen kann zu einem System von Pha-
senebenen [Y(~),Y'{~)], wobei der Apostroph nunmehr Diffe-
rentiation nach ~ bedeutet und diese 'normierten Phasenebe-
nen' die fuer mathematische Behandlung angenehme Eigenschaft
haben, dass der Uebergang von einer Ebene zur anderen durch























Hierin sind die Abkuerzungen
C .:: cos( Jl) ,
8 = s in( Jl) ,
JA = ~ - ~ 0 = ~( s ) - ~(s 0 )
(7a)
(7b)
verwendet ~orden, die auch im folgenden beibehalten werden
sollen.
Von besonderem Interesse ist die Transfermatrtx fuer einen
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Umlaut; sie vermittelt eine lineare Abbildung der Phasenebe-
ne bei So auf sich selbst. Den zugehoerigen Phasenvorschub,
geteilt durch 2 w, bezeichnet man als Q-Wert.:
p : ~(so + L) - ~(so) = 2 w Q •
(8)
Q gibt die Anzahl der Betatronschwingungen pro Umlauf an und
ist tuer die Dynamik der Teilchen im Ring von eminenter
Wicht igkeit.
Im Rahmen der hier darzustellenden Ueberlegungen ist eine
ideale Maschine vollstaendig durch die Angabe ihrer beiden
Q-Werte - jeweils einer tuer die horizontale wie die verti-
kaIe Schwingungsrichtung - beschrieben.
II.B: DIE GESTOERTE MASCHINE
Im folgenden 5011 das einfachste Modell einer Stoerung der
idealen Maschine untersucht werden: ein an einem einzigen
Punkt des Umfangs wirksames Feld, das die Richtung der Bahn
des Teilchens beeinflussen kann, wenn dieses den Ort des
Sioerfeldes erreicht. Das Modell beschreibt genaehert die
Wirkung eines einzelnen Stoermagneten auf den Teilchen-
strahl. Diese Naeherung - man nennt sie die tDuenne-Lin-
$en-Naeherung' der st rah! optik - ts t dann brauchbar, we nn
die Laenge des betrachteten Magneten klein ist gegenueber
der Wellenlaenge einer Betatronschwingung, also der Strecke
s, laengs derer die Phase ~ um 2 w anwaechst.
Mathematisch laesst sich die scharfe Lokalisierung der Stoe-
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rung durch Faktoren vom TVp der Dlracschen Delta-funktion
(ais funktion von s bzw. ~) in den Inhomogenitaeten Ft , F z
auf der rechten Seite von (1) beschreiben. Dementsprechend
hat die Y'-Koordlnate der Loesung von (1), wenn 91 die Posi-
tlon der Stoerung bezeichnet, Sprungsteilen bei ~l modulo ~,
BI0 be I jJ = 2 11 Q ( s. (8) ). Die Di f f eren z
() )
zwischen re~hts- und linksseitigem Grenzwert an diesen Punk-
ten soll - um daS Modell etwas zu spezialisieren - nur von
der Variablen Y(~l) abhaengen:
•
(9a)
Es so!! also keine Kopplung von horizontaler und vertikaler
Schwingung induziert werden.
Ueber den Verlauf von D als Funktion von V wird folgende
Voraussetzung gemacht:
D( Y ) = K {Y - YO)2
( 10)
Dies entspricht der Situation, dass der Stoermagnet ein Sex-
tupol 1st, der In geeigneter Welse gegenueber der betrachte-
ten Schwingungsrl~htung justiert~urde. Der Parameter K be-
schreibt die Staerkj des Se~tupols, der Parameter va die La-
ge seines Zentrums.
Im allgemeinen ~erkoppelt ein Sextupol die horizontale mit




Axt = k ( (x - XO)2 - Z2 )
-----------~---------
Az' = - 2 k (x - xo) z •
( 10a)
(lOb)
hierbei sind die urspruenglichen Bezeichnungen {so (1}) ver-
wendet sowie die Annahme gemacht worden, dass das Zentrum
des Magneten bei x = x o, z = 0 liegt. Teilchen, die mit den
Koordinaten z~O, z'=O am Sextupoleingang starten, werden
demnach nur n t ns t c ht.I ich ihrer x- und xl-Koordinaten durch
den Sextupol beeinflusst, desgleichen laesst der ungestoerte
Teil der Maschine diese speziellen Werte von z und zt unge-
aendert, so dass die Phasenebene (z=O,z'=O) stets in sich
uebergeht. Der j\nsatz (10) stellt also eine Spezial isierung
der Betrachtungen auf die genannte Phasenebene dar.
Aus zwei Gruenden wird hier die Sextupolstoerung untersucht:
Zum einen entspricht sie dem ersten - und damit einfachsten
- nichtlinearen Term in der Multipolentwicklung des magneti-
sehen Feldese (Rein lineare Stoerungen zu betrachten erueb-
rigt sich; denn jede solche Stoerung kann man durch eine
Transfermatrix beschreiben und somit - wenn die Gesamtmatrix
fuer eInen Umlauf eine Spur< 2 hat - zur ungestoerten Ma-
schloe rechnen.) Zum anderen finden Sextupole bei der 1an9-
samen Extrakt ion des Teil e hens t r a h l e s aus Protonen synchro-
tronen Verwendung; daher ist es nicht nur von akademischem,
sondern auch von praktischem Interesse, den Einfluss elnzel-
ner Sextupole auf den Strahl zu studieren. Bei den in Be-
tracht kommenden Maschinen ist die Voraussetzung fuer die
Anwendbarkeit des Modells (Betatronwellenlaenge gross gegen
die Laenge des Magneten) ertuellt.
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111: SPEZIELLE NICHTLINEARE TRANSFORMATIONEN
====~==========================:=======
III.A: LOESUNG DER BEWEGUNGSGLEICHUNGEN
Die Loesung der Differentialgleichungen (lI,!) laesst sich
unter d~n im letzten Kapitel beschriebenen Voraussetzungen
auf folgende Weise konstruieren: ausgehend von den Anfangs-
koordinaten (V, VI) an der Stelle ~o errechnet man mittels
der Transfermatrix der ungestoerten Maschine von ~o nach ~1
die Bahnkoordinaten des Teilchens am Ort der Stoerung (bel i
= ~t). Die V'-Koordinate inkrementiert man sodann gemaess
Y' ( i 1.) ==> Y' ( i 1.)+ D( Y( ~ 1 ) ) , ( 1)
die V-Koordinate bleibt ungeaendert. Will man die Koordtna-
ten des Teilchens an der Stelle ~2 wissen~ so hat man auf
den Punkt (Y(~l),Y'(gl» die Transfermatrix fuer den Tell
der ungestoerten Maschine von~l nach ~z anzuwenden.
Interessiert man sich jedoch fuer die Teilchenkoordinaten
nach einer Reihe von Umlaeufen, so iaesst man auf
lauf wirken; dadurch gewinnt man die Teilchenkoordinaten un-
mittelbar vor dem naechsten Durchlaufen des Stoerfeldes. Nun
incrementiert man Y' abermals gemaess (1), jedoch unter Be-
ruecksichtigung der neuen Werte von Y(~l)' und so fort. Auf
diese Weise kann man dIe Teilchenkoordinaten nach endlich
vielen Umlaeufen aus den Anfangswerten berechnen.
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Mit der soeben angegeben Vorschrift zur Berechnung der Pha-
senraumkoordinaten bei ~ = \!,z aus den Koordinaten bei ~ = ~o
ist eine unendliche folge von Transformationen der Phasen-
ebene bei ~o auf die Phasenebene bel 8~ definiert; die ein-
zeInen Transformationen unterscheiden sich voneinander durch
dIe Anzahl der Durchgaenge durch das Stoerfeld (Anzahl von
Umlaeufen) bei ihrer Konstruktion. Setzt man g2 = 80 (modulo
Z.Q), so kann man die gestoerte Maschine auffassen als ein
System, das bestimmte nichtlineare Transformationen einer
Phasenebene auf eine eine andere vermittelt. Durch das stu-
dlum der Eigenschaften dieser Abbildungen lassen sich Aussa-
gen uber das Stabilitaetsverhalten der Teilchenbahnen im
Synchrotron gewinnen. Die Wahl der Bezugsebene ist tuer die
Stabilitaetsfrage unerheblich und wird nur durch praktische
Gesichtspunkte bestimmt.
111.8: DIE DIMENSIONSLOSEN PHASENEBENEN
Bevor die tuer das Weitere relevanten Phasenraumtransforma-
tionen explizit abgeleilet werden, sollen die das zugrunde
liegende System beschreibenden formeln noch etwas modifl-
ziert werden. Der in (Ir,lO) auftretende Parameter K (Sextu-
polstaerke) laesst sich eliminieren durch Uebergang In ein
System von Phasenebenen (X,X'), die aus (Y,Y') durch Multi-
plikation mit K hervorgehen:




Aus (II,lO) wird dann (fuer die Phasenebene am Azimut des
Sextupols)
AXt ; (X - XO)2 .!
(3)
bezueglich der linearen Transformation (11,6) - im unge-
stoerten Teil der Maschine - aendert sich formal nichts. Die
Koordinaten X und XI sind dimensionslos (*); denn Y und Yl
haben die Dimension einer Laenge, K dagegen hat die einer
reziproken Laenge (8J .. Ergebnisse von Rechnungen in dan 'di-
mensionslosen l Phasenebenen - soweit es sich um Koordinaten
handelt - lassen sich nach (2) in die 'normierten Phasenebe-
nen' (Y,yt) fuer jeden von Null verschiedenen Wert der Sex-
tupolstaerke durch eine affine Transformation uebertragen
(5cal10g law) ..
Der Bequemlichkeit halber wird im folgenden statt der Be-
zeichnung X' stets Y geschriebene
**********
(*) Die Existenz der dimensionslosen Phasenebenen ist uebri-
gens nicht auf den fall der Sextupolstoerung beschraenkt.
Betrachtete man in Duenner-Llnsen-Naeherung einen hoeheren
Multipol, bei dem der Exponent 2 in (11) durch eine groesse-
ra ganze Zahl N zu ersetzen waere, so haette man V und V'
mit der (N-l )-tan Wurzel aus K zu multiplizieren, um zu di-
mensionslosen Groessen zu kommen .. Auch in dem Fall, dass ne-
ben dem nichtlinearen Stoermagneten eine Reihe von linearen
Zusatzmagneten zur Wirkung kommt, lassen sich dimensionslose
Phasenebenen finden [9 J.
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III.C: DIE TRANSfORMATION UEBER EINEN UMLAUf
Nach dem im vorletzten Abschnitt skizzierten Verfahren soll
nunmehr die Transformation ueber einen Umlauf berechnet und
explizit angegeben werden. Als Bezugsebene ('Start und
Ziel') wird die Phasenebene 'unmittelbar stromauf' vom Sex-
tupol gewaehlt, weil sich dann - der Phasenvorschub zwischen
der Bezugsebene und der Ebene des Sextupols verschwindet
die Transformation besonders einfach schreibt.
Ein Teilchen mit Koordinaten (X,Y) in der Bezugsebene er-
faehrt durch den Sextupol nur eine Aenderung seiner Y-Koor-
dlnate (5. (3». Bezeichnet man mit {XH,YH} die Koordinaten








Auf das Zahlenpaar (XH,YH) ist sodann die Transfermatrix
fuer einen Umlauf (vgl. (11,6) und (2» anzuwenden. Der
Zieipunkt in der Bezugsebene wird mit (XB,YB) bezeichnet.
Fue r ihn erhaelt man:
XB = C XH + 5 YH
YB = -5 XH + C YH •
(5a)
(5b)





XB = S Y + ( C - 2 S XO ) X + S X + S XO
2 2
'i B = C 'i - ( S + 2 C XO ) X + C X + C xo •
(6a)
(6b)
Fuer die spaeteren Betrachtungen wird sIch die zu (6) inver-
se Transformation als sehr nuetzlich erweisen; deshalb soll
sie hier sogleich angefuehrt werden. Man gewinnt sie, indem
man entweder(6) nach X und 'l aufloest oder besser, indem
man die Inversen von (4) und (5) in umgekehrter Reihenfolge
ve r-knue pr t , also die Operat ion der'Zeitumkehr' auf den
Teilchenumlauf anwendet. Aus (5) ergibt sIch:
XH CXB - S VB (7a)





Y = 'iH - (XH - XO) • (8b)
Durch Einsetzen von (7) In (8) erhaelt man, nachdem man noch
die Ersetzungen (X,'i) --> (XBI,VBI) und (XB,VB) --> (X,V)
vorgenommen hat, die inverse Transformation:
XBI = - S Y + C X (9a)
'lBI = 2 sex V + ( C - 2 S XO ) Y + ( S + 2 C XO ) X -
2 2 222
S Y - C X - XO • (9b)
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Die Transformation (6) hat Funktionaldeterminante Eins; denn
sie setzt sich aus 2 Transformationen mit eben dieser Eigen~
schart zusammen. Dasselbe gilt auch Cuer alle anderen Trans-
formationen, von denen hier hier und in der Folge die Rede
ist ..
III~D: DIE TRANSFORMATION UEBER N UMLAEUFE
Die formel (6a) und (6b) definieren einen nichtlinearen Ope-
rator T (nicht zu verwechseln mit der Transfermatrix aus Ka-
plte! 11), der den Punkt (X,Y) In seinen Bildpunkt (XB,YB)
ueberfuehrt. Symbolisch:
(XB,YB) = T (X,Y) .. ( 10)
Entsprechend laesst sich die Transformation ueber N Umlaeufe
schreiben als N-malige Anwendung des Operators T auf einen
Punkt der Bezugsebene:
N (N-1)
T (X,'f) = T T (X,Y)
Hierbei Ist
1
T (X,Y) == T (X,'t)--_......._---------
.. ( 11)
( 12)
Analog definieren (9a) und (9b) einen zu T inversen Operator
-1





T (XB,YB):: T T (X,Y) :: (X,V) ; (14 )
das ist durch Einsetzen von (6) In (9) auch verifizierbar.
N
Zu jedem Operator T
der Eigenschaft:
-N
existiert ein Inverser Operator T mit
-N N 0
T T (X,~) = T (X,V) = (X,Y)
o
T bezeichnet den Einheltsoperator~
.• ( 15)
Damit ist fuer Jeden gartzzahligen Wert d~s Z.ige~s N eine
N
Transformation T definiert. Die Menge dieser Transformatlo-
nen bildet eine Gruppe, die Substitutionsgruppe von T. Jedes
Gruppenelement laesst sich durch eine Folge von Substitutio-
nen aus T oder T-l erzeugen. Die Gruppe ist abelsch, denn








T (X,Y) .. ( 16)
---~------------------------------------
Die vorstehenden Ueberlegungen gelten nicht nur fuer die
spezielle Transformation (6) und ihre Inverse, sondern fuer
jede eineindeutige Abbildung eines Raumes auf sich selbst.
Insbesondere lassen sie sich auch auf die den Transformatio-
nen (6) und (9) aequlvalenten symmetrisierten Transformatio-
nen anwenden, die im uebernaechsten Abschnitt eingefuehrt
werde n s o Ll e n ,
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III.E: DIE BEDEUTUNG DER FIXPUNKTE DER TRANSfORMATIONEN
Wendet man der Reihe nach die nichtlinearen Transformationen
aus der Substitutionsgruppe von T auf einen Punkt der Pha-
senebene an und betrachtet die Reite der Bildpunkte, so kann
man die faelle unterscheiden, dass alle Bildpunkte in einem
endlichen Gebiet der Phasenebene liegen oder dass fuer hin-
reichend grosse N die Bfldpunkte aus Jedem endlichen wenn
auch noch so grass gewaehlten - Gebiet herausfallen. Im er-
sten Fall gehoert die folge der Bildpunkte zu einer stabilen
Teilchenbahn, im zweiten zu einer instabilen. In diesem Zu-
sammenhang draengt sich die Frage auf, ob es fixpunkte der
Transformation gibt, also Punkte (X,Y), die unter der Anwen-
dung eines Elementes aus der Substitutionsgruppe von T
ausser dem Einselement - In sich uebergehen. Ein Fixpunkt
Ist von der Ordnung N, wenn er sich unter N-mallger Anwen-
dung von T reproduziert:
N
T (X,Y):: (X,V) • ( 17)
Fixpunkte entsprechen geschlossenen Teilchenbahnen, die eine
Sonderstellung unter den moeglichen Bahnen 1m Synchrotron
einnehmen insofern, als auf siedle Unterscheidung 'stabil f
oder 'instabil' nicht direkt anwendbar ist, da sie per defi-
nitlonem 'fix', also stabil sind. Trotzdem spricht man von
'stabilen' bzw. 'instabilen' fixpunkten, bezieht sich dabei
aber auf das Verhalten der Phasenraumpunkte in der Umgebung
eines Fixpunktes~ Durch Linearisierung der Transformation um
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einen Fixpunkt kann man festelIen, ob ein den fixpunkt ent-
haltendes Gebiet (ausser ihm) sicher instabil oder moegli-
cherweise stabil ist.
Daraus resultiert die Bedeutung der FixpUnkte fuer die Un-
tersuchung des Stabilltaetsverhaltens der Teilchenbahnen.. In
der folge sollen daher die fixpunkte der Transformation (6)
(oder einer aequlvalenten Transformation) explizit berechnet
werden - zumindest fuer niedrige Ordnungen.
1II. f: DIE SYMMETRISIERTEN TRANSFORMATIONEN
Ein Operator" T, der den Punkt (X,Y) In seinen Bildpunkt
(XY,YB) ueberfuehrt, wird dargestellt durch zwei Funktionen
Fund G der Variablen X und Y:
.. ( 18)
Entsprechend wird der zu T inverse Operator durch zwei funk-
tlonen FI, GI vermittelt:
T-l (X,Y) == (XBI,YBl) == (fI(X,Y),GI(X,Y» • ( 19 )
Im naechsten Kapitel wird gezeigt, dass es fuer die Berech-
nung von Fixpunkten der durch T Induzierten Abbildung von
Vorteil Ist, wenn ~wlschen den eben elngefuehrten Funktionen
die foJaenden Symmetriebezle~ungen bestehen:
fI(X,Y) == f(X,-Y) (20a)
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GI(X,Y) = -G(X,-y) • (20b)
Daher sollen die Transformationen T - definiert durch (6a)
und (Sb) - und deren Inverse - definiert durch (9a) und (9b)
- auf eine form gebracht werden, in der sie den Relationen
(20) genuegen. Diese kann man uebrigens interpretieren als
Symmetrie des Operators gegen 'Zeitumkehr'; denn der Ueber-
gang von Y zu -Y entspricht der Umkehrung der Bewegungsrich-
tung der umlaufenden Teilchen.
Anstatt nun nach Ausdruecken zu suchen, die, in (6) und (9)
substituiert, T zu einem symmetrischen Operator machen, kann
man sich folgender Ueberlegung bedienen: Die Wahl der Be-
zugsebene fuer die Transformation ueber einen Umlauf hat auf
die Eigenschaften einer Teilchenbahn (etwa stabil oder in-
stabil zu sein) keinerlei Einfluss; man kann ja leicht durch
eine entsprechende Transformation von einer Phasenebene zu
einer anderen uebergehen. Die Transformationen, aus denen
{6) und (9) aufgebaut sind, naemlich (5) und (7) einerseits,
(4) und (8) andererseits, besitzen bereits die gewuenschte
Eigenschaft; sie uebertraegt sich jedoch nicht auf T, weil
die Reihenfolge der Verknuepfung jener Transformationen beim
Uebergang zur Inversen vertauscht wird. Man hat also nach
Phasenebenen zu suchen, bei denen dIe inverse Transformation
die gleiche Reihenfolge der Anwendung von symmetrischen Ope-
ratoren impliziert wie die urspruengliche. Insbesondere
muessen solche Ebenen bezueg!ich des Phasenvorschubs in bei-




Es gibt ihrer zwei: die erste liegt lin der Mitte des Sextu-
pols', die zweite diesem 1genau gegenueber' ..
Die Mitte des Sextupols ist dadurch definiert, dass ein
Teilchen, das in der Ebene unmittelbar vor ihm die Koordlna-




'iH = Y + (X - XO)
hat (vgl .. (4», in der Mitte die V-Koordinate
2





besitzt. Der Sextupol, der als duenne Linse nur auf die
'i-Koordinate wirkt, wird bezueglich dieser Wirkung in zwei
Haelften aufgeteilt, von denen die eine am Anfang, die ande-
re am Ende eines Umlaufs beruecksichtigt wird.
Bezeichne nun (X,Y) einen Punk.t in der so definierten Mit-
telebene, die im folgenden Bezugsebene 1 heissen moege. Ein
Teilchen, das dort startet, hat - auCgrund der Wirkung des
halben Sextupols
XH ::: X
am Sextupolausgang die Koordinaten
(2Ja)
2
YH ::: Y + 1/2 (X-XO) • (23b)
Durch Anwendung der Transfermatrix fuer einen Umlauf {vergi.
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(5» erhaelt man die Koordinaten (XB,VB) am Sextupoleingang.
Die Transformation ueber einen Umlauf wird abgeschlossen
durch Berueckslchtigung der Wirkung der anderen Haelfte des
Sextupols auf die Koordinaten (XE,VB). Bezeichnet (XT,VT)
den Zielpunkt in der Bezugsebene 1, so gilt:
XT '= XB
2




fuehrt man die soeben beschriebenen Operationen im einzelnen
aus, so erhaelt man fuer XT und VT die folgenden Ausdruecke
I n X und Y:.
2
XT = ( C - S XO ) X + S Y + 1/2 S X
2
+ 1/2 S XO (25a)
VT: (
2
S XO + SC) Y X + ( - S - 2 C XO + 1/2 S C
2 2 2 J
XO + S XO - 1/2 S XO
2





) Y + 1/2 S
2
Y X + ( 1/2 C - S C XO - 1/2 S >CO
2 2




) X + (
2





+ 1/8 S X
2 2
+ 1/2 S '1'
2
+ 1/2 C XO - 1/2
J 2 4
S XO + 1/8 S XO
2
+ 1/2 XO ( 25b)
Entsprechend gewinnt man die zu (25) Inverse Transformation,
Indem man ein Teilchen das System in umgekehrter Richtung
durchlaufen laesst und die entsprechenden Operatoren - die
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Inversen von (24), (5) und (23) - hintereinander anwendet.
Bezeichnet man wiederum den Startpunkt mit (X,Y) den Ziel-
punkt mit (XTI, YTI), so hat man
2
XTI = ( C - S XO ) X - S Y + 1/2 S X
2
+ 1/2 S XO (26a)
2
'{TI = ( - s XO + SC) Y X + ( S + 2 C XO - 1/2 S C
2 2 2 3
XC - S XO + 1/2 S XO
2
) X + ( C - SXO + 1/2 S
---------------------------------------~--------------~-
2 2 2
XO ) Y + 1/2 S Y X + ( - 1/2 C + S C XO + 1/2 S
-_..._-----~--------_.._----------------------------
2
XO - 3/4 S
2 2












Y - 1/2 C XO + 1/2
3 2
S XO - 1/8 S
4 2
XO - 1/2 XO • (26b)
Damit ist ein Operator T definiert, der eine eineindeutige
Abbildung der Bezugsebene 1 auf sich selbst vermittelt. Ver-
gleich von (25) und (26) lehrt, dass T in
wuenschte Symmet1"ieeigenschaft (20) besitzt.
der Tat die ge-
(Die Fo rme l n (25) und (26) ko e nnt e man auch erhalten, Indem
man in (6) und (9) Substitutionen vornimmt r die der Bezle-
hung (22) entsprechen)_
Die zweite Phasenebene, in der die Transformation ueber
einen Umlauf symmetrisch ist, liegt um den Phasenschub wQ
vom Sextupcl entternt. Bedeute nunmehr C und S Coslnus und
Sinus des halben Phasenverschubs ueber einen Umlauf:
C = cas( wQ) ::: cos( 1l/2)





mit (X 1 , Y1) s e 1 ein Punk tin Bez ugs e be ne 1, mit ( X2 , Y2) ein
Punkt in Bezugsebene 2 gemeint. fuer den Uebergang von der
zweiten zur ersten Ebene gilt dann:
Xl.:: C X2 + S Y2
2
YI = -s X2+ C Y2 + 1/2 (Xl - XO) •
(28a)
( 28b)
Hierbei ist das Teilchen mit Startkoordinaten (X2,~2)
• stromab' verfolgt worden. folgt man Ihm 'stromauf', so hat
man:
Xl .:: C X2 - S Y2
2
VI = S X2 + C Y2 - 1/2 (Xl - XO) •
(29a)
(29a)
Betrachtet man umgekehrt ein Teilchen, das in Bezugsebene 1





Y2 = -S Xl + C (VI + 1/2 (Xl - XO) )
stromauf ergibt sich:
2
X2 = C xi - S (Y 1 - 1/2 (Xl - XO) )
2









Durch KombinatIon von (28 )und{ 30) Lae s s t s.Lc h dieTrans-
formation ueber einen Umlauf in Bezugsebene 2 gewinnen. Sie
schreibt sich explizit, wenn statt (Xl,Yl) nunmehr (X,Y) ge-
setzt und der Bildpunkt (XZ,YZ) genannt wird:
222
XZ = 2 S C Y X + ( - 2 S C XO + C - S ) X + (
----~-----------~-----~---~----~-~~---~~-----~~------
2 22 2 3 2
2 S XO + 2 SC) Y + S XO + sex + S Y
(32a)
2
YZ = 2 S C YX + (
2
- 2 C XO - 2 SC) X + ( - 2 S
2 2 232 2 2
C XO + C - S ) Y + C XO + C X + S C Y
(32b)
Analog gewinnt man aus (29) und (31) die Inverse Transforma-
tioR fuer Bezugsebene 2:
222
XZI = - 2 S C Y X + ( - 2 S c XO+ C - S ) X +
2 z 2 2 3 2
( 2 S XO - 2 SC) Y + S XO + sex + s y
------------------------------------------------(33a)
2 2
YZI = 2 S C y X + ( 2 C XO + 2 SC) X + ( - 2 S C
----------_._----------_..._--------------_...._--_._._-------
2 2 . 2 3 2 2 2
XO + C - S ) Y - C XO - C X - S C Y
------------------------~------------------------ (33b)
Der durch (32) definierte Operator T hat, wie Vergleich mit
seiner Inversen (33) zeigt, ebenfalls dLe Symmetrieeigen-
s c haf t (20)c.
Je nach der Zahl der Betat ronschwlngungen pro Umlauf, a l so
dem Zahlenwert von Q, gibt es noch weitere Symmetrieebenen;
das sind diejenigen Ebenen,die um eIne. Phas e 211'QM, Mganz,·
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von der Bezugsebene 2 entfernt liegen,ohne dass, um sie zu
erreichen, der Sextupol durchlaufen werden muss. Sie unter-
scheiden sich bezuegllch T In nichts von der Bezugsebene 2
'genau gegenueber' dem Sextupol.
Es sei noch darauf hingewiesen, dass auch die formeln (28)
und (29) sowie (30) und (31) ineinander uebergehen, wenn man
In (28) und (30) Y durch-Y ersetzt.
**********
In den formeln (28) bis (32) haben die Symbole C und S die
In (27) angegebene Bedeutung von Cos Inu s bzw. Sinus des Pha-
senvorschubs pro halben Umlauf. Im uebrigen Teil der Arbeit,
insbesondere in Kapitel IV, bedeuten C und S - entsprechend
(11,7) und (11,8) - Cosinus bzw. Sinus deS Phasenvorschubs
ueber einen ganzen Umlauf.
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IV.: BERECHNUNG VON fIXPUNKTEN
=========-=============-===
IV.A: ALLGEMEINE UEBERLEGUNGEN
Ein fixpunkt (X,V) N-ter Ordnung einer Transformation T ist
definiert (I/gl .. (111,17» durch die Beziehung
N
T (X,'i)-= (X,V) " ( 1)
Wird T mittels der beiden algebraischen Ausdruecke f(X,Y)
und G(X,V) dargestellt (etwa realisiert durch (III,25a) und
(111, 25b», so hat man zur Best immung der· Koordinaten des
Fixpunktes ein System von 2 Gleichungen in X und Y zu 10e-
sen. Da der Grad der Polynome Fund G in X und r sich mit
jedem Umlauf N verdoppelt, nimmt die Zahl der Loesungen von
Umlauf zu Umlauf in geometrischer Proportion zu; die Aufloe-
sung des Gleichungssystems
schwieriger.
wird mit wachsendem Nimmer
Die Gruppeneigenschaften der Transformation T (vgl. Kap_
111, Abschnitt D) gestatten es, die Schwierigkeiten beim Be-
rechnen der fixpunkte zu mildern: Multiplikation von (1) mit
der M-ten Potenz von T liefert:
M N
T T (X,Y) :::
M
T (X,V) , (2 )






:= 1 (X,Y) • (3)
Diese Beziehung gilt euer jeden ganzzahligen Zeiger M. Sie
hat eine Reihe von Konsequenzen.
M
Die erste besagt, dass mit (X,Y) auch T (X,Y) ein fixpunkt
N-ter Ordnung von T ist. Die weIteren ergeben sich durch
Spezialisierung von M.
Setzt man M == -N, so folgt aus (3), dass ein fixpunkt von T
zu irgendeiner Ordnung auch fixpunkt der inversen Transfor-
mation von derselben Ordnung ist. Waehlt man M zwischen 0
und N (N > M > 0), so erkennt man, dass mit (X,V) weitere
N-l Punkte fixpunkte von T sind, naemlich diejenigen, in die
(X,Y) nach 1,2,3, ••• , N-l Transformationen ueberg,eht, ehe
die N-te Anweildung zu-
rueckfuehrt. Das entspricht der anschaulichen Tatsache, dass
eine Teilchenbahn, die sich nach N Umlaeufen schliesst, am
Azimut einer jeden Bezugsebene N-mal vorbeilaeuf't und N Pha-
senraumpunkte liefert, die der Reihe nach - von Umlauf zu
Umlauf - angenommen werden.




1 (X,V) • (4)
Zur Berechnung eines fixpunktes gerade.r Ordnungen N benoe-
tlgt man demnach nur die Transformation ueber N/2 Umlaeufe,
sowie deren Inverse.







T (X,Y) .• (5)
die Fixpunkte ungerader Ordnung N erfordern also nur Trans-
formationen ueber (N+l)/2 Umlaeufe.
Damit Ist der ~rad der zu loesenden Gleichungen fuerN > 1
auf einen Bruchteil dessen reduziert, der sich bei direkter
Benutzung von (1) ergaebe.
Sehllesslich kann man noch ausnutzen, dass das allgemeinste
Gleichungssyste~ ruer die fixpunkte N-ter Ordnung auch alle
Punkte als Loesungen enthalten muss, die fixpunkte von T zu
einer niedrigeren Ordnung M sind, wenn M ein Teiler von N
ist.. Indem man vo n n I'e d e I gen zu hoe he r en Ordnungen fort-
schreitet, kann man die bereits bekannten Loesungen gegebe-
nenfalisaus den neuen Gleichungen eliminieren und so deren
Grad verringern.
1 V. B:: AUSNUTZENDER SYMME'TRI EEIGENSCHAFTEN
Waehrend die im letzten Abs'chn Lt t dargestellten Ueberlegun-
gen fuer jede Transformation gelten, unabhaengig davon, in
welcher form sie sich darstellt, sollen jetzt die speziellen
Eigenschaften der betrachteten Abbildungen ausgenutzt wer-
den. ruer die Transformation (111,25) in Bezugsebene 1 und










Ist (X,Y) Ff xpunx t von von T, so auch von T-1; also hat man:
fI{ X, Y) X (7a)
GI(X,y) = Y • (7b)
Dami t fol gt aus (6):
feX ,-V) .: x (8a)
Gex ,-Y) = -y
d.h. der Punkt (X,-V) ist Fixpunkt von T.
(8b)
Betrachtet man den Operator T2, so hat man wegen (6) (Y mit
-y vertauscht):
f(f(X,Y),G(X,V» := f(fI(X,-Y),-GI{X,-Y» (9a)
G( f ( XjI V ) , G( X , Y) )
und abermals wegen (6):
G( FI( X,-Y ),-GI(X,-Y» , (9b)
f(f(X,Y),G{X,y» := FI(fI(X,-Y),GI(X,-Y»
G(f{X,Y),G(X,Y» ;:: -GI(fI(X,-Y),GI(X,-Y» •
( lOa)
( lOb)
Die Symmetrieeigenschaft (6) 1st transitiv; denn sie ueber-
traegt sich nach dem vorstehenden von Tauf T2.
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Analo9 kann man zeigen, dass mit T auch alle Potenzen dieser
Transformation die EIgenschaft (6J besitzen. Die Argumenta-
tlan$ die von (6) zu (8) ,efue~rt hat, kann man also fuer
jede beliebige Potenz von T wiederholen; damit hat man das
folgende Ergebnis: ist (X,Y) fixpunkt von T zu irgendeiner
Ordnung N, so ist (X,-V) Fixpunkt derselben Ordnung. Diese
AussafE laesst sich noch verschaerfen .. Zu jedem fixpunkt der
Ordnung N gehoeren ja noch N-l andere, sie bilden ein 'En-
sambia von fixpunkten' oder einen ·Satz Fixpunkte', zu ein
und derselben Teilchenbahn gel'\oerlg .. Aus (6), (7) und (8)
folgt nun, dass jeder Satz Fixpunkte einen spiegelbildlichen
Satz besitzt - gespiegelt an der X-Achse ..
Eine weitere Fo)ge der Eigenschaft (6) eines Operators T er-
gibt sich eu s der Betrachtung eines Punktes (X,O) auf der X-
+M
Achse: ein jedes Element T (X,O) In der Folge seiner Bild-
-11
punkte liegt dem e~tsprechenden Element T (X,O) bezueglich
der X-Achse spiegelbildlich gegenueber. Fael1t einer der
Bildpunkte seinerseits auf diese, so 1st er mit seinem
'Spiegelpunkt t identisch. In diesem fall fuehrt weitere An-
wendung des Operators T auf den urspruenglichen Startpunkt
zurueck, wobei die Punkte ausserhalb der Achse, die vorher
Spiegelpunkte waren, nun in umgekehrter Reihenfolge durch-
laufen werden ..
Hiernach ist evlde~t: liegen in der folge
M
T (X,Y), M :
O,l,2,3' •• ~9 irgendzwei Punkte auf der X-Achse, so ist die
folge endlich und gehaert zu einer geschlossenen Teilchen-
bahn. Sie bildet einen 'Satz Fixpunkte' gerader Ordnung. Die
Punkte liegen s~mmetriseh zur X-Achse .. Faellt in !rgendeiner
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- 1m PrinzIp nach beiden Richtungen unendlichen - folge nur
ein Punkt auf die X-Achse, so ist die Folge gleich~alls zu
dieser symmetrische Handelt es sich um eine zyklische Folge,
also um eine folge von fixpunkten, so ist die Ordnung dieses
Ensembles ungerade. folgen, die mehr als 2 Punkte auf der
X-Achse haten, gibt es nicht.
Ein Ensemble ven fixpunkten, von denen mindestens einer auf
die X-Achse taellt, geht also bei Spiegelung an dieser in
sieh ueber. Es er~Ebt sich die frage, ob ein 'Satz fixpunk-
tee in jedem fall symmetrisch zur X-Achse liegt, also sein
eigenes Spiegelbild ist. Im Anhang Al wird gezeigt, dass
dies in der tat zutrifft.
Fuer die fixpunkte ungera4er Ordnungen hat das die wichtige
Konsequenz, dass in jedem Ensemble genau einer auf der
X=Achsa liegt. Zweckmaes3ig ber8c~net man zuerst diesen, die
weiteren N-l Punkte des Ensembles ergeben sich aus ihm durch
(N-l)-malige An~endung des Operators T; man kommt wegen der
Splegels~mmetrie sogar mit (N-l)/2 Transformationen aus.
Es soll sogleich u~tersucht werden, welche folgerungen sich
aus der - fuer fixpunkte ungerader Ordnungen gueltigen - Be-
ziehung (5) ergeben, wenn man sie fuer einen Achsenpunkt
speZialisiert. Da~u ~ird die N-te Potenz des Operators t




(f (X,y),G(X"~) .• (11a)




T {X~'l} == {fI (X,'f),GI (X,Y)
(;-oN) (-N)
:: (F (XII'lJfG (X,'!) .. (llb)
Damit schreibt sich (5), wenn M = (N-l)/2 gesetzt wird:
(M) (M) (H)
f(f (X,'i),G (~X,Y}):: fI (X,'t)
(M) (M) (M)
G{f (X,Y),G pt,'t)):: GI (X,Y)





wegen der SMmmetrleelgenschatt (6) und deren Transitlvltaet
folgt:
(M) (M) (H)
f(f (XfY),G (X,V» :: F (X,-Y)
(M) (M) (H)
G( f ( X 11 't ), G ( X, Y ) ) :: -G ( X ,-y )
und fuer Y - 0 schllessllch:
(M) {M) (11)
f(f (X,O),G (X,O» ::: f (X,O)
(M) (H) (H)





Die funktionen auf der rechten Seite kommen also als Argu-
ment der gleichen Funktionen auf der linken Seite vor.
(M)




G (X,O) = V




Man hat also zwei Gleichungen fuer die Unbekannte X, die die
Lage des fixpunktes auf der Achse angibt; denn U und V sind
ja nur Abkuerzungen fuer relativ komplizierte Ausdruecke In
x. Es muss geklaert werden, InwieweIt die bei den Gleichungen
miteinander vertraeglich sind. Betrachtet man hierzu die




= ( C - S XO - 1 ) U + S V + 1/2 S U
2




o ~ ( - S XQ + SC) V U + ( - S - 2 C XO + 1/2 S
----------------~--------------------------------------
2 2 2 3
C XO + S XO - 1/2 S XO
2
) U + ( C - S XO + 1/2 S
-----~-~---~-----------------~------------------------
222
XO + 1 ) V + 1/2 S V U + ( 1/2 C - S C XO - 1/2 S
2
XO -+ 3/4 S
2 2
XO - 1/2 S
2
+ 1/2 ) U + (
2
- 1/2 S_C$I>~_~ ._. . ..-
3








V + 1/2 C
---~-----~----------------------------------------------
2 3










Auflaesen von (17a) nach V und Einsetzen des gewonnenen Aus-
drucks fuer V in (17b) laesst diese Gleichung identisch er-
f ue Llt sein. Betrachtet man die Transformation in Bezugsebe-
ne 2 und stellt (14) mittels (III,32) dar, so erkennt man
ebenfalls, dass die Loesungen von (14a) gleichzeitig (14b)
befriedigen.
Zur Bestimmung der fixpunkte ungerader Ordnungen auf der
X-Achse ist hiernach Gleichung (14a) ausreichend.
Fo rma 1 fehl tin den GI ei chungen (16) und (17) der Bezug zum
Punkte (X,O) auf der X-Achse und zu jedweden fixpunkten. Der
Zusammenhang von (16a) mit (16b) laesst sich daher auch fol-
gendermassen interpretieren: bleibt bei der Transformation
irgendeines Punktes ueber einen Umlauf die X-Koordinate un-
veraendert, so wechselt die Y-Koordinate lediglich ihr Vor-
zeichen ...
fuer die fixpunkte gerader Ordnungen liegen die Verhaeltnis-
se nicht ganz so einfach; denn bei ihnen braucht es nicht in
jedem Ensemble Achsenpunkte zu geben. Nun wird jedoch in An-
hang Al gezeigt, dass ein Satz fixpunkte gerader Ordnung
e.ntweder in Be.zugsebene 1 oder in Bezugsebene 2 genau zwei
Achsenpunkte hat. Man spezialisiert also die Beziehungen (4)
in beiden Bezugsebenen fuer Punkte auf der X-Achse und hat
In heiden faellen
(Nj2)






-= GI (X, 0) ( l8b)
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= -G (X, 0) •
(19a)
( 19b)
Beziehung (19a) ist eine Identitaet und liefert keine Infor~
mattone Aus (19b) jedoch folgt die Gleichung:
(N/2)
G (X,O) = 0 ; (20 )
die anschauliche forderung, dass bei einem Satz fixpunkte
gerader Ordnung N das Bil deines Achsenpunktes nach N/2 Um-
laeufen auf die X-Achse fallen muss, Ist also zur Bestimmung
der Fixpunkte auf der Achse ausreichend.
Nach der Berechnung der Achsenpunkte in Bezugsebene 1 und 2
lassen sich die uebrigen Mitglieder eines jeden Ensembles
gerader Ordnung durch 1\112 -1 Transformationen der Punkte auf
der Achse gewinnen. Kennt man einen fixpunkt in einer der
belden Bezugsebenen, so Ist die Lage des entsprechenden
Punktes In der anderen Ebene durch Anwendung eines der for-
melpaare (111,28) bis (111,31) leicht zu ermitteln.
Durch Ausnutzen der SlImmet rieeigenschaften der in Rede ste-
henden Transformationen laesst sich also die Bestimmung
eines jeden Satzes fixpunkte auf die Berechnung der Null-
stellen eines Polynoms und anschliessende Transformation der
so gewonnenen Achsenpunkte zurueckfuehren. Aus den TransCor-
mationsformeln (111,25) und (111,32) zusammen mit den Bez Le-:
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hangen (16a) und (20) liest man folgendes ab: der Grad des
Polynoms ist stets eine Potenz von 2, und zwar ist der Expo-
nent dieser Zahl im falle ungerader Ordnungen gleiCh {N+l}/2
- in beiden Bezugsebenen; fuer gerade Ordnungen ist er in
Bezugsebene 1 gleich (N+2}/2, in Bezugsebene 2 gleich N/2.
Auf diese Weise kann die Aufloesung eines nichtlinearen
Gleichungssystems fuer das sich als Resolvente ein Polynom
wesentlich hoeheren Grades ergaebe -vermieden werden.
IV.C: DIE fIXPUNKTE DER ORDNUNGEN EINS BIS VIER
Die Berechnung der F'Lxpu nkt e der niedrigsten Ordnungen
laesst sich analytisch durchfuehren. Dies soll im folgenden
geschehen.
ORDNUNG 1
Fuer die erste Ordnung hat man nach (16a) In der Bezugsebene
eins mit U = X und V = 0 unter Verwendung von (III,25a):
o
2
; (e - S XO - 1 ) X + 1/2 S X
2
+ 1/2 S XO • (21 )
Die Loesung dieser quadratischen Gleichung lautet:
X = XO + ( - C + WURZEL + 1 ) / S • (22a)
WURZEL steht dabei tuer eine Quadratwurzel incl. der beiden




RAD : 2 ( - C + 1 ) XO S + ( - C + 1 ) .. (22b)
Es gibt genau zwei Fixpunkte erster Ordnung entsprechend den
zwei Vorzeichen von wURZEL; denn nach dem 1m letzten Ab-
schnitt G~sagten liegen alle Fixpunkte 1. Ordnung auf der
X-Achselll
ORDNUNG 3
Die Gleichung fuer die Achsenpunkte dritter Ordnung in Be-
zugsebene 1 lautet entsprechend (14a) - wobei N:3, M:l zu
setzen ist - und (111,25):
2 2 2 2
o = ( - C - 4 S C XO + S XO + S C XO + 2 S XO
3 3 2 2 2
- S XO - 2 S + 1 ) X + ( 1/2 S - 2 S C XO - S
32.3
XO + S C + 3/2 S XO - S
2 .3 2




+ 1/4 S X
222




+ 1/4 S XO .. (23 )
Sie iaesst sich ohne Rest durch (21) dividieren, da die Loe-
sungen von (21) als Fixpunkte I. Ordnung auch Fixpunkte 3 ..
Ordnung sind und somit (23) erfuellen muessen .. Die quadrati-
sehe Gleichung, die sich aus der Division ergibt, hat als
Loe sun qe
X = xo + ( - C + WURZEL - 1 ) / S • (24a)
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Hierbei bedeutet ~URZEL abermals eine Quadratwurzel; der Ra-
dikand lautet:
2
RAD : 2 ( -c + 1 ) XO S + ( -c + 1) - 2_ ....._---------_.-----------....--..----------- • (24b)
Es gibt genau 2 Fixpunkte 3. Ordnung auf der X-Achse ent-
sprechend den beiden moeglichen Vorzeichen der Wurzel. Durch
Transformation ueber einen Umlaut erhaelt man die restlichen
Mitglieder der heiden Ensemblese Bezeichnet man mit PX(I)
die X-Koordinate, mit P'/(I) die 'i-Koordinate des I-ten Punk-
tes, so stellen sich dIe Fixp~nkte 3. Ordnung Insgesamt (01-
gendermassen dar~
PXCI) == Ja + ( WURZEL - C - 1 ) / s
-----------------------------------
PY( 1) = 0
PX(2) == XO + ( - wURZEL - C ) I S
2
PY(2) == ( - WURZEL + 1/2 ) I S







PY(3j == ( WURZEL - 1/2 ) I S == -PVC 2) • (25f)
Hier bietet siCh uebrigens ein exzellenter Test fuer die
Richtigkeit der gewonnenen Ergebnisse~ N-malige TransCorma-
tion eines Fixpunktes N=ter Ordnung muss dessen Koordinaten
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wiederum als Resultat liefern. Diese Probe wurde fuer alle
Fixpunkte, soweit sich ihre Lage explizit angeben laesst,
mittels eines fORMAC-Programms durchgefuahrt. Es ist im An-
hang A2 aufgelistet.
ORDNUNG 2
fuel' dIe fixpunkte gerader Ordnungen muss man entweder Glei-
chung (20) in heiden Bezugsebenen anwenden oder direkt von
dem Gleichungssystem (4) ausgehen und dieses loesen. Hier
soll im falle der Ordnungen 2 und 4 die zweite Methode Ver-
wendet werden, weil sie noch relativ wenig Aufwand erfor-
dert. Man setzt also unter Benutzung von (111,25) und
(111,26) xr = XTI sowie YT = YTr und erhaelt die in Bezugs-
ebene 1 gualtigen Gleichungen fuer die Fixpunkte 2. Ordnung:
o ::: 2 S Y (26a)
o = (
2
- 2 S - 4 C XO + S C XO
2

















XO + SC) X
2 4
+ 1/4 S X
2 2










... XO • ( 26b)
Aus (26a) folgt, dass alle fixpunkte 2. Ordnung In Bezugs-
ebene 1 auf der X-Achse liegen. Mit Y = 0 wird aus (26b)
eine Gleichung 4. Grades fuer die X-Koordinaten~ Abspaltung
der Loesungen fuer die fixpunkte 1. Ordnung, d.h. Division




x XO + ( - C + ~URZEL - 1 ) I S .. (27a)
WURZEL bedeutet wiederum eine Quadratwurzel, diesmal mit dem
Radikanden
2
RAD = 2 ( - C + 1 ) XO S + ( - C + 1) - 4 .. (27b)
Die beiden den verschiedenen Vorzeichen der Wurzel entspre-
chenden fixpunkte 2 Ordnung
PX{l) = XO + ( ~URZEL - C - 1 ) I S
PY( 1)= 0






~ehen unter T und T-1 ineinander ueber, wie man durch Ein-
setzen In (111,25) und (111,26) verifizieren kann. In Be-
zugsebene 2 liegen ihre Bilder - gemaess Anhang Al - ausser-
halb der X-Achse spiegelbildlich zueinander.
ORDNUNG 4
Yaehrend der Rechenaufwand beim Aufstellen und Loesen der
FIxpunktgleichungen fuer die Ordnungen 1 bis 3 zwar erheb-
lieh ist, aber notfalls noch von Hand bewaeltigt werden
kann, steigt er ab der 4. Ord,nung auf eine Hoehef die von
manueller Durchfuehrung abschreckt. Das liegt daran, dass
der Grad der vorkommenden Polynome in X und Y sich von einem
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Umlauf zum naechsten verdoppelt. Um zu demonstrieren, wie
umfangreich die Ausgangsgleichungen werden, sei es gest at-
tet, sie auch euer den Fall der Ordnung 4 explizit hier an-
zugeben.. Man erhaelt analog zu (26) aus der Transformation
ueber zwei Umlaeufe und ihrer Inversen das System:
:3 2 2
o = ( - 4 S XO + 4 SC) y X + ( - 4 S XO + 4 S
_____________.-r;:;t _
3 2 3 2
C + 2 S XO ) Y + 2 S Y X ( 29a)
222
o = ( - 8 C XO + 4 S XO - 4 S C + 12 S C XO - 2-------_.__...._----~._----~--~--------_._--------------- ----
:3 2 2 2 3 2 3 2
S C XO + 4 S C XO + 2 S C XO - 2 S XO
-----------------.--------:---------~---------_._--------
2 3 223 234
- 12 S C XO -10 S C XO - 4 5 XO + 2 S
-~--------~---------------------------------------------
33432 4 3 4
XO + 14 S C XO + 5/25 C XO + 6 S XC - 1
-------~-----~--------------~--------------------------
5 4 454
/2 S XO - 6 S C XO - 6 S
5 5
XO + 1/2 5
6
C XO
5 6 6 7
+ 3 S XO - 1/2 S XO
4
) X + ( - 24 S C Xo + 6
---_._--------------------------_._---------_._---------
5 2 5 2 6 3 3 2
S C XO + 12 S XO - 6 S XO + 10 S C - 2 S
5 2 3 2
) y X + ( - 4 S C XO + 8 S C XO - 6 S C XO - 8
_____. -..;- CllS _
3224222 2
S C XO + 9 S C XO - 2 S C XO + 24 S C Xo
---=------------------------------------------------
2322242 3
+ 4 S C XO + 2 S XO - 4 S XO - 24 S C
--------------~---------~-------------------------------
332 3 3 3 5:3
XO - 16 S C XO - 5 S XO + 2 S XO· + 39/2
-------~---_._--------------_._----------------------
4 4 4 2 4 4 4 5 5
S C XO + 3/2 S C XO + 9 S XO - 3 S C XO--------------------------------------------------------
5 5 6 6 2 2 2 3
- 15/2 S XO + 1/4 S XO - 2 S C + C + 2 C
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4 2 4 2 5 5
... C - S ... S ) X ... ( - 12 S C XO - 6 S XO
------------------------------_~_--------------------_~-
46242
... 6 SC'" 9 S XO + 6 S C
2 2
) y X ... ( - 4 S
2 4 2 2
C XO + 4 S C XO - 10 S C
2 3
XO - 12 S C XO ... 2
----------------------....---------------------------------
4
S XO - 2 S
:3
























- 6 S C
:3 435
XO - 6 S XO + 15/2 S
4 5























XO + 6 S
2 :3

















XO ... 1/2 S
4
C - 2 S
4
C ... 39/2 S
2
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2 6

















C XO - 1/2 S
4
XO +- 1/2 S
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2 4



























+ 2 C XO + C XO
2 2 '3 '3
S XO - 4 S C XO - 2 S XO
2 4


































In der Tat ist Gleichung (29b) sehr laengllch, gleichwohl
gegenueber dem Ausdruck fuer die V-Koordinate der Transfor-
matlon, der bei ihrer Ableitung zunaechst berechnet werden
muss, wesentlich verkuerzt; denn alle Terme, die in dem ent-
sprechenden Ausdruck fuer die inverse Transformation eben-
falls auftreten, sind bereits herausgefallen. (Das ersieht
man aus (1gb) unter Berueckslchtigung der Symmetriebeziehung
(lOb) und verifiziert, dass keine ungeraden V-Potenzen in
( 29b) vorkcmmen).
Die mathematischen Operationen, die dem Niederschreiben der
Gleichungen (29) vorausgehen, wurden verstaendllcherweise
nicht von Hand, sondern mittels eines speziell dafuer ge-
schriebenen PL/l - FORMAC - Programms auf den zentralen Da-
tenverarbeitungsanlagen des Kernforschungszentrums Karlsruhe
ausgetuehrt. Auch die weitere Behandlung des Gleichungssy-
stems ist ohne den Einsatz eines Grossrechners praktisch un-
moeglich.
Gleichung (29a) liefert fuer Fixpunkte auf der X-Achse keine
Aussage (vgl. (19a»; es folgt jedoch aus ihr, dass die
X-Koordinate der Punkte ausserhalb der Achse einer quadratl-
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sehen Gleichung genuegen, welche die Loesung
-----------------------~-----------
x ;:: XO + wURZEL I S - c / S (30a)
mit dem Radikand~n
2
RAD == 2 ( - C + 1 ) S XO+ ( - C + 1) - 1 (30b)
besitzt. Setzt man (30a) in (29b) ein, so ergibt sich eine
biquadratische Gleichung, die tuer die Unbekannte Y die fol-
genden Werte liefert:
2"1 = wURZEL/ S
2
'12 == RADIX / S
(30c)
( 30d)
RADIX stellt genau wie WURZEL eine Quadratwurzel (incl. de~
bei den Vorzeichen) dar; der Radikand von WURZEL ist durch
(30b) gegeben, der Radikand von RADIX lautet:
R ==
2
2 ~URZEL + WURZeL 2 WURZEL + RAD (30e)
Damit sind die Fixpunkte der Ordnung 4 ausserhalb der X-Ach-
se gerunden~ Die *nderen, auf der X-Achse selbst gelegenen,
kann man erhalten, indem man in (29b) Y gleich Null setzt,
dIe resultierende Gleichung 8. Grades in X durch das aus
(26b) sich ergebende Polynom fuer die X-Koordinate der Fix-
punkte 2. undl. Ordnung dividie~t und die 4 Nullstellen des
Quotientenpolynoms aufsucht. Diese Prozedur ist jedoch
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ueberfluessig, wenn man zuvor die Loesungen (30) ueber 4 Um-
laeufe transformiert; denn es zeigt sich, dass Bilder der
bereits ermittelten fixpunkte auf die Achse fallen~ Unter-
wirtt man der viermaligen Transformation zunaechst den
Punkt, welcher der Loesung (30d) entspricht, so erhaelt man
den folgenden Satz Fixpunkte 4. Ordnung:
PX(l) :: XO + ( ~URZEL - C ) / s
2
PVCI) :.: RADIX / S
PX( 2) :: XO + ( RAD I X - C ) / s
PY( 2) = 0
PX(3):.: XO + ( .URZEL - C ) / S = PX(l)
2
PY(3):.: - RADIX I S ::: -PVC 1)
PX{ 4) :.: XO + ( - RAD I X - C ) I S
----------------~----------------
PV( 4) = 0
(31 )
Unter BeruecKsichtigung der belden Vorzeichen der Quadrat-
wurzeln beschreiben die formeln (31) zwei Ensembles, die je-
wells zwei Mitglieder auf der X-Achse haben. Da es nach dem
obigen genau 4 Achsenpunkte 4. Ordnung geben muss, darf kein
Mitglied des Ensembles, das man aus (30a) und (30c) gewinnt,




PX{l} = XO + ( ~URZEL - C ) / S
2
PY(l) = WURZEL I S
PX(2) = XO + { ~URZEL - C ) / s
2
PY(2) = - WURZEL I S
:: PX( 1 )
= -PVC 1 )
----------------~-----------------------~-----
PX(3) = XO + ( - WURZEL - C ) / s
2
PY( 3) = - WURZEL / S = -py ( 1 )
PX(4) = XO + ( - WURZEL - C ) I S = PX( 3)
2
PY(4) = ~URZEL I S :: PY( 1)
(32 )
Dies Ensemble geht in sich ueber, wenn man das Vorzeichen
der Wurzel aendert; mithin gibt es genau einen Satz Fixpunk-
te 4. Ordnung, der in ßezugsebene 1 keinen Achsenpunkt hat.
IV.D: DIE fIXPUNKTE DER ORDNUNGEN fUENF UND SECHS
Bel Betrachtung der Ergebnisse des vorigen Abschnitts faellt
auf, dass sich die Fixpunktformeln fuer die verschiedenen
Ordnungen sehr aehneln: dle - mit RAD bezeichneten - Radl-
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kanden (22b), (27b), (24b) und (30b) der in den Formeln fuer
die Ordnungen 1 bis 4 auftretenden Quadratwurzeln - WURZEL
genannt - unterscheiden sich voneinander lediglich durch
einen Summanden L, der ab der 2. Ordnung eine negative Zahl
ist und sich beim Uebergang von einer Ordnung zur naechst-
hoeheren halbiert.
TABELLE T4
N L C Q
1 0 1. O.
2 -4 -1. 1/2
3 -2 -0.4142 0.318
4 -1 o. 1/4
5 -1/2 0.2929 0.203
6 -1/4 0.5 1/6
7 -1/8 0.6464 0.138
8 -1/16 0.75 0.115
In Tabelle T4 sind eingetragen - zunaechst einmal tuer die
Ordnungen N von 1 bis 4 - die Summanden L, ausserdem die
Werte von C und Q (C :: cos( 2"Q»), fuer. di e unter der Voraus-
setzung XO :: 0 der Radikand verschwindet, also die Grenze
des Realitaetsgebietes der fixpunkte erreicht wird. Des wel-
teren sind - versuchsweise - die entsprechenden Werte tuer
die Ordnungen 5 bis 8 eingetragen unter der Annahme, dass
1.} auch fuer diese Ordnungen Fixpunkte existieren, die sich
als Wurzel ganz analog aufgebauter quadratischer Gleichungen
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darstellen und 2.) die Tendenz des Summanden L, sich fort-
schr.i~end zu halbieren, anhae1t.
Auffaellig ist, dass im Falle der geradzahligen Ordnungen<
6 die fixpunkte genau bei einem Wert von Qzu existieren be-
ginnen (bei wachsendem Q-Wert), der gleich tIN (modulo 1)
ist. (fuer N = 2 verschwinden sie sofort wieder, wennQ ;>
1/2 wird). Auch fuer Ordnung 3 liegt der Wert von Q etwa bei
l/N. Aus der Theorie der nichtlinearen Schwingungen [2J
weiss man, dass Resonanzen - und damit einhergehend fixpunk-
te - bei rationalen Q-Werten auftreten koennen. In diesem
Lichte scheinen die erhaltenen Werte von Q fuer die Ordnung
5 und 6 die obige Annahme zu stuetzen; sie soll daher genau-
er geprueft werden.
ORDNUNG 5
Indem man in (14a) M = 2 setzt und die Transformationsfor-
meIn (111,25) verwendet, erhaelt man ein Polynom 8 .. Grades
zur Bestimmung der fixpunkte 5. Ordnung auf der X-Achse in
Bezugsebene eins. Es lae5st sich, da die Zahl 5 prim ist,
nur durch Glelehung (21), die die fixpunkte 1. Ordnung als
Loesungen ~at, ohne Rest dividieren. Damit spitzt sich die
oben angeschnittene fragestellung darauf zu, ob das resul-
tierende Polynom 6. Grades in solcher Weise faktorisierbar




wie bei allen bisher behandelten
ihrerseits Polynome in XO, C und S
In Anhang A3 wird beschrieben, auf~welche Weise die Antwort
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gefunden wurde. Sie lautet: das Fixpunktpolynom 6. Grades
fuer die Ordnung 5 ist nicht reduzibel~ mithin koennen seine
Nullstellen nicht in geschlossener Weise - durch Radikale -
dargestellt werden. Zu ihrer Auffindung 1st man also voellig
auf numerische Verfahren angewiesen.
ORDNUNG 6
Fuer die Ordnung N:::: 6 erhaelt man aus (20) unter Benutzung
(111,25) ein Pol~nom vom Grade 16, das sich nach Division
durch die Gleichungen fuerdie Achsenf'lxpunkte 1., 2., und
3. Ordnung auf ein Pol~nom 10. Grades reduziert. Auch von
diesem wird im Anhang gezeigt, dass es nicht weiter reduzi-
bel ist und seine Nullstellen nur durch numerische Verfahren
aufgesucht werden koennen. Diese Nullstellen geben die Lage
der Achsenpunkte in Bezugsebene 1 an; mit ihnen sind natuer-
lieh auch alle anderen Mitglieder der betreffenden 5 Ensem-
bles von Fixpunkten 6. Ordnung nicht geschlossen darstell-
bar.
Guenstiger fuer eine analytische Behandlung liegen dIe Ver-
haeltnlsse in Bezugsebene zwei. Dort ergibt sich fuer die
Achsenpunkte 6. Ordnung aus (20) unter Benutzung von
(111,32) ein Polynom 8. Grades. Es laesst sich durch die
entsprechenden Gleichungen fuer die Ordnungen 1 und 3 (in
Bezugsebene 2 liegen keIne fixpunkte 2. Ordnung auf der
X-Achse) auf ein Polynom 4. Grades reduzieren. DIes kann
man, wie sich herausstellt, durch eine geeignete Variablen-
transformation auf biquadratIsche Form bringen, sodass seine
Nullstellen durch Quadratwurzeln ausgedrueckt werden koen-
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nen. (Die Rechnungen wurden - unter Benutzung von FORMAC -
auf der bisher leistungsfaehigsten zur Vertuegung stehenden
Re che nan l age lP der IBM 360/91 des 1PP in Muenchen-Gal"ch i ng,
ausgefuehrt. Benoetlgte Rechenzeit:: 33 Minuten). Aus den
Achsenfixpunkten folgt das ganze dazugehoerige Ensemble
durch Anwendung der Transformation (111,32). Sein Pendant in
Be:zugsebene 1 gewinnt man mittels der Formeln (111,28) oder
(111,29); es stellt sich folgendermassen dar~
PX(l) == XO + ( - RADIX - C + 1/2) J S
2
PY(!) :::: 1/2 ( RADIX + ( - C + 1 ) WURZEL - 1/2 ) J S
PX(2) == XO + ( ~URZEL - C - C wURZEL) / S
2
PY(2) = RADIX J S
P XC :3) == XO +( RADIX - C + 1/2 ) / S
2
PV(3) = 1/2 ( RADIX - ( - C + 1 ) ~URZEL + 1/2 ) / s
---~~-----~--~-----------~--------------~-~----~--------
fixe 4):::: PX{ 3 )
PY(4) = -PV(3)
PX( 5) == PX( 2 )
PVC 5) :::: -PVC 2)
PX( 6):::: PX( 1)
PV( 6) = -PVC 1 } .. (33 )
Auch hier bedeuten WURZEL und RADIX Quadratwurzeln incl. der
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beiden Vorzeichen. Der Radikand von WURZEL ist:
RAD ::: 2 ( C + 1 ) XO / S + 1
der von RADIX lautet:
, (34a)
R ::: 2 ( - C + 1 ) S XO + ( - C + 1 ) WURZEL + { - c
2
+ 1) - 3/4 .. (34b)
Die formeln (33) und (34) stellen 2 Ensembles dar; denn er-
setzt man RADIX durch -RADIX, so gehen die Punkte folgender-
massen ineinander ueber: 1 --> 4, 2 --> 5, 3 --> 6. Auch aus
der Tatsache, dass In Bezugsebene 2 vier fixpunkte 6. Ord-
nung auf der Achse liegen, die jeweils paarweise zu Ensem-
blas gehoeren, deren Bild die durch (33) und (34) darge-
stellten Saetze in Bezugsebene 1 sind, kann man folgern,
dass es sich um genau 2 Ensembles handeln muss.
Setzt man XO = 0 und waehlt das positive Vorzeichen von WUR-
ZEL, so verschwindet RADIX bei C ::: 1/2. Das stimmt genau mit
dem Wert fuer die Ordnung 6 ueberein, der in Tabelle T4 an-




V: DISKUSSION DER METHODE
::::::==::==:=::::::::
Bei den Untersuchungen im vorangehenden Kapitel ist deutlich
geworden, dass der vorgestellten Methode zur Berechnung von
Fixpunkten Grenzen gesetzt sind, was die Moeglichkelt an-
geht, analytische Ausdruecke fuer die interessierenden
Groessen zu finden. OfCenbar sind fIxpunkt polynome, die nur
die zu einer einzigen Ordnung gehoerenden Punkte auf der
X-Achse a l s Lo as u nqe n haben (bei denen also e ven t ue l I.e zu
niedrigeren Ordnungen gehoerlge Teilerpolynome bereits her-
ausdividiert sind), im allgemeinen nicht weiter reduzierbar;
ihre Nullstellen kann man also nur dann in geschlossener
form finden, wenn der Grad des Polynoms kleiner als Cuenf
ist ..
Im fall der betrachteten Transformation, die zu einer Stoe-
rung des idealen Synchrotrons durch einen einzigen Sextupol
gehoert, lassen sich die in der Praxis wichtigen Ordnungen 1
bis 4 nach der beschriebenen Methode vollstaendig behandeln.
Es soll nun abgeschaetzt werden, wie weit das Verfahren
traegt, wenn das zu untersuchende System komplizierter ist.
Zunaechst 1st festzustellen, dass auch eine Anordnung von
Magneten, in der neben dem stoersextupol eine Reihe von '11-
nearen' Zusatzmagneten (Quadrupole, Dipole) auftreten, nach
der beschriebenen Methode behandelt werden kann. Dass dies
so Ist, laesst sich folgendermassen einsehen:
Zusaetzliche Magnete mit linearem Feldverlauf aendern nichts
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an der Linearitaet der Maschine. Laesst man den Stoersextu-
pol zunaechst einmal weg, so kann man das au~ ungestoerter
Maschine und linearen Zusatzmagneten bestehende System als
eine neue Maschine auffassen, die ggfs. nur eine einzige Su-
perperiode hat. Der Q-Wert und die Lage des c l o se d orbit
werden sich gegenueber dem ungestoerten fall verschieben,
dieSe Aenderung kann man im Prinzip analytisch berechnen.
Wenn man alle Koordinaten auf den neuen closed orbit be-
zieht, ist das System in der normierten Phasenebene
letztlich nur durch seinen Q-Wert beschrieben. Nimmt man
jetzt den Sextupol wieder hinzu, so hat sich XC, die Entfer-
nung des Sextupolzentrums von der ßezugsbahn, gegenueber dem
fall ohne lineare Zusatzmagnete veraendert - nur dies und
den neuen Q-Wert hat man zu beruecksichtigen, und die im
vorstehenden abgeleiteten formeln fuer die fixpunkte koennen
direkt uebernommen werden.
Betrachtet man statt des Sextupels einen Oktupol, bei dem
die Wirkung auf die Teilchenbewegung in X-Richtung nicht mit
X2 , sondern mit X3 geht, so enthaelt die funktion f (vgl.
(III,l8) in der symmetrisierten Ausgangstransformation 3.
Potenzen von X, die funktion G dagegen 9. Potenzen. Die Fix-
punkte 1. Ordnung sind sicher analytisch darstellbar, fuer
die Ordnung 2 jedoch ist bereits eine Gleichung 9. Grades zu
leesen. sie reduziert sich zwar auf eine Gleichung 6. Gra-
des, diese duerfte jedoch nicht weiter reduzibel sein.
Der fuer die langsame Extraktion noch interessante fall
zweier Sextupole verschiedener Polaritaet, die einander
ueber den halben Ring hinweg gegenueberstehen (der eine
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steht in Bezugsebene 1, der andere in Bezugsebene 2), bietet
gleichfalls Schwierigkeiten: in der syrnmetrisierten Trans-
formation ueber einen Umlauf ist die Funktion f (vgl.
(111,18» vom 4. Grade in X, die Funktion G vom 8. Grade.
Bereits zur Bestimmung der fixpunkte 1. Ordnung hat man eine
Gleichung 4. Grades zu loesen. Der Grad der die Transforma-
tion beschreibenden algebraischen Ausdruecke waechst von Um-
lauf zu Umlauf um den Faktor vier. Nach den Methoden ven
Kap. IV sind die fixpunkte 2. Ordnung sicher noch anal~tisch
zu berechnen, was jedoch die fuer die Extraktion wichtigere
Ordnung 3 angeht, so.muessen weitere Untersuchungen abgewar-
tet werden.
Solange die betrachteten Systeme - Anordnungen von duennen
Stoerlinsen in einer idealen Maschine - eine Symmetrieebene
haben, ist das beschriebene.Verfahren mit Vorteil anwendbar,
auch wenn man die Fixpunkte der zugehoerigen Transformatio-
nen lediglich auf numerischen Wege berechnen kann; denn es
liefert die gesuchten Punkte als Nullstellen eines Polynoms.
Die Theorie der Polynome ist jedoch wohlbekannt (13]; daher
gibt es eine Reihe von wirkungsvollen numerischen Verfahren
zur Nullstellenbestimmung, die zum Tell bereits programmiert




VI: DISKUSSION DER ERGEBNISSE
========:,::===-===.=== ==='===
In Kapitel IV wurde gezeigt, dass sich alle Fixpunkte der
betrachteten nichtlinearen Phasenraumtransformationen bis
zur 4. Ordnung anal~tisch finden und als Wurzeln quadratl-
scher oder biquadratischer Gleichungen darstellen lassen. I~
einzelnen ergab sich folgendes: Zur Ordnung eins existieren
zwei En s emb l es von fl xpunkt en , zur Ordnung zwei genau eines,
zur Ordnung drei wiederum zwei und zur Ordnung vier
schliesslich drei Ensembles. Die Fixpunkte 5. Ordnung, zu
der es 6 Ensembles gibt, lassen sich nicht in geschlossenen
form schreiben; das gleiche gilt fuer 5 Ensembles der Ord-
nung sechs. Zu dieser gibt es aber 2 weitere fixpunktsaetze,
dIe sieh wiederum durch Radikale darstellen lassen.
Bel dieser Uebersicht ist die Tatsache hintangestellt wor-
den, dass die erhaltenen formeln im allgemeinen komplexe
Zahlen als FIxpunktkoordinaten liefern, reelle Fixpunkte
einer bestimmten Ordnung also nicht tuer jede Kombination
der beiden Parameter (Q-Wert und Sextupolexzentrizitaet )
zu existieren brauchen. Die Untersuchung der Realitaet der
Fixpunkte in Abhaengigkeit von den genannten Groessen sowie
die genauere Auswertung der erhaltenen Ergebnisse sollen je-
doch nIcht im Rahmen dieser Arbeit vorgenommen werden. Das




A N H A N G Al
=============.::
BEWEIS fUER DIE SPIEGELSYMMETRIE EINES SATZES fIXPUNKTE
------------~--~--------~------------------------------
Die Transformation ueber einen Umlaut, die 'stromab' von der
Bezugsebene 1 dorthin zurueckfuehrt, setzt sich zusammen aus
einer Vergroesserung der Y-Koordinate, einer anschilessenden
Drehung tim den Ursprung und einer abermaligen Vergroesserung
des (neuen) Y-Wertes. Die Drehung erfolgt um einen Winkel a
: 2"Q Im Uhrzeigersinn. Ist « > ", so kann man setzen: a = "
+ ß und sich die Drehung als im Gegenzeigersinn um den Wln-
kel ß ausgefuehrt denken. Ohne Beschraenkung der Aligemein-
heit darf man also den Drehwinkel < "voraussetzen. (Der
Fall, dass der Q-Wert ganz- oder halbzahlig ist, bedarf oh-
nehln einer Sonderbehandlung).
Nach dem in Kapitel IV, Abschnitt B, Im Anschluss an die
Gleichungen (10) Gesagten, gehoert zu jedem Satz fixpunkte
ein spiegelbildlicher Satz. Der Beweis, dass jeder Satz mit
seinem Spiegelbild identisch ist, soll Indirekt gefuehrt
werden. Es wird also vorausgesetzt, es einen Satz fixpunkte
irgendetnef Ordnung N gtbt, der von seinem Spiegeisatz in
allen Punkten verschieden ist. Das impliziert, dass kein
Punkt des betrachteten Satzes auf der X-Achse liegt; denn
dann waere der Satz spiegelsvmmetrisch.
Jeder Satz enthaelt mindestens einen Punkt mit dem groessten
und einen mit dem kleinsten X-Wert. Die Punkte mit dem
groessten X-Wert liegen im 1. und 4. Quadranten, die mit dem
kleinsten im 2. und 3; denn laegen alle Punkte rechts
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(links) der V-Achse, so fuehrte die mit einer Transformation
v~rbundene Drehung bei einem der belden am weitesten links
(rechts) - und spiegelbildlich zueinander gelegenen Punkte
(Eckfixpunkte genannt) ueber einen Winkel~ der groesser ist
als w, was nach Voraussetzung ausgeschlossen ist.
Zunaechst kann man zeigen, dass die fixpunkte eines Satze~
nicht alle auf derselben Seite der X-Achse liegen koennen.
Zum Beweise betrachte man einen im ersten Quadranten der Be-
zugsebene 1 gelegenen Eckfixpunkt A und sein Schicksal unter
der Transformation, die mit einer Drehung im Uhrzeigersinn
verbunden ist (s .. fi g.Al, 1 J. Durch die Wirkung des halben
Sextupols geht Auebel" in Bunter Vergroesserung der Y-Koor-
d I nat ez Y(B) > Y(A). Mit B sind 2 Punkte in der unteren
Halbebene definiert: der PunktBl, den man durch Spiegelung
von B an der X-Achse erhaeltt und der Punkt Bf'j der durch
Spiegelung von B am Ursprung entsteht.
Der Transformation durch den ungestoerten Teil der Maschine,
die durch die Transfermatrix (11,6) beschrieben wird,ent-
spricht eine Drehung um den Ursprung. Hierbei geht B in
einen Punkt C ueber, der auf dem Kreisbogen zwischen B' und
B" liegt; denn erstens muss der Punkt C eine kleinere X-Ko-
ordinate haben als A (sonst waere A kein Eckfixpunkt), und
zweitens darf der Drehwinkel nicht groesser als w sein; es
gilt:: -Y(C) > Y(B). Durch die Wirkung der 2. Hae l f t e des
Sextupols am Ende des Umlaufs geht C ueber in einen Punkt D
mit yen) = 'f(e) + 6Y(C). Der Punk t D ist der Bildpunkt von
At nachdem der erste Umlauf abgeschlossen ist.
Wenn YCD) < 0, so liegt der Bildpunkt vonA in der unteren
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Halbebene. Es waere jedoch denkbar, dass er oberhalb der
X-Achse 1 legt, also '1( D) > 0 und dam 1t ö.'1( Cl > -'f(e). In
diesem fall muss man einen weiteren Umlauf betrachten: Der
halbe Sextupol erhoeht die '1-Koordinate von 0 um denselben
Betrag lJ.'1{C). Damit ist '1(E) > '1(B); denn es gilt: '1{E) =
'1(e). 2 ö.Y(C) > -Y{C) > -'1(B') = '1(ß). Die anschilessende
zweite Drehung verlaeuft auf einem Kreis mit groesserem Ra-
dius als beim ersten Mal. Dies Spiel kann man wiederholen,
und man sieht t dass die Annahme, keiner der Bildpunkte von A
liege unterhalb der X-Achse, zu einem Widerspruch fuehrt;
denn die Bildpunkte von B (E ist der erste dieser Punkte)
muessten dann stets eine kleinere X-Koordinate und groessere
V-Koordinaten haben als H, und dIe folge der Transformatio-
nen koennte niemals auf B zurueckfuehren, was aber, da A
fixpunkt sein soil, geschehen muss.
Mithin liegt in jedem achsenfremden Fixpunktsatz auf jeder
Seite der X-Achse mindestens ein Punkt. Durch eine ent-
sprechende Ueberlegung kann man sich ueberzeugen, dass diese
Aussage auch fuer Bezugsebene 2 gilt.
Sei nun Al ein Fixpunkt in einer der belden Bezugsebenen,
dessen Bildpunkt A2 auf der anderen Seite der X-Achse liegt.
Der Bildpunkt von A2 helsse A3, der von AJ he t s ae A4 und so
fort. (In fig. Al,2 1st schematisch ein Beispiel fuer einen
asymmetrischen fixpunktsatz zur Ordnung sechs skizziert).
Nach Voraussetzung ist A2 kein SpiegelpunKt zu Al. Man kann
nun Al mit A2 durch eine stetige Kurve K{X) verbinden, die
genau einen SchnIttpunkt S mlt.d~r X-Achse hat. Die Wahl der
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Kurve und des Punktes S sind im uebrigen beliebig. (In fig.
Al,2 1st der Einfachheit halber eine Gerade gewaehlt wor-
den). Wendet man die Transformation ueber einen Umlauf an,
so gehen Al in A2, A2 in A3 ueber und die Verbindungskurve K
zwischen Al und A2 in eIne Kurve, die A2 mit A3 verbindet.
(In Fig. Al,2 ist die Bildkurve von K durch eine Gerade
dargestellt, obwohl eine nichtlineare Transformation eine
Gerade 1m allgemeinen nIcht in eine Gerade ueberfuehrt. Es
kommt hier jedoch nur auf die Topologie des betrachteten Ge-
bildes an, und diesbezuegllch Ist eIne Gerade jeder anderen
stetigen doppelpunktfreien Kurve aequlvalent).
Wiederholt man die Transror~ation, so geht die Bildkurve von
K in eine weitere Kurve ueber, die sich stetig von A3 nach
A4 hinzieht. Nach N-l Transformationen hat man auf diese
bles der Reihe nach verbinden und insgesamt eine geschlosse-
nen Kurve ergeben (s.flg. Al,2). Diese Kurve darf sich
selbst nicht schneiden; denn sonst waere der Schnittpunkt
ein Fixpunkt der Transformation. Da die Startkurve K jedoch
in we1ten Grenzen belle bi 9 vorgegeben werden kann, bedeutete
das die Existenz vQn unendlich vielen Fixpunkten einer end-
lichen Ordnung, wasauigrund der Struktur der Transformation
ausgeschlossen ist.
Nun soll der Spiegelsatz betrachtet werden: der Spiegelpunkt
von Al heisse BI ete. Man kann 81 mi1 82 durch eine stetige
Kurve K'(X) verbinden, die das Spiegelbild von K ist: K'(X)
:-K( X ).
Unterwirft man auch K' der oben genannten Folge von N-l
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Transformationen, so erhaeltman einen zweiten geschlossen~n
Kurvenzug, der die Fixpunkte des Spiegelsatzes der Reihe
nach verbindet$ Aus dem Schnittpunkt S von Kund Kf entsteht
dabeI eine folge von Kreuzungspurkten der belden genannten
Kurvenzuege. Diese muessen sich auf den Teilstuecken Zwi-
schen jeweils 2 Fixpunkten genau einmal kreuzen, weil Kund
Kt genau einen Schnittpunkt haben und die Transformation
ein~indeutlg Ist.
Hieraus laesst sich fuer 4en Fall ungerader Ordnungen N Be-
gleich e In e Absurditaet konstruieren: Ein Punkt eines Sat-
zes, etwa Al, liegt entwe4er innerhalb oder ausserhalb des
den Spiegelsatz verbindenden Kurvenzuges. Geht man 1aengs
der zu Al gehoerenden geschl ossenen Kurve einmal herum und
zurueck nach Al, so muss man die andere geschlossenen Kurve
eine ungerade Zahl von Maien kreuzen, man befindet sich also
zum Schluss,wenn man wieder bei Al angekcmmen ist, auf der
anderen Seite der Kurve~ Damit liegt Al sowohl innerhalb als
auch ausserhalb ein und derselben Kurve, was absurd ist.
Allgemein kann man tolgendermassen schliessen: Transformiert
man Kf{X) mittels der inversen Transformation, so entsteht
ebenfalls eIn Qeschlossener Kurvenzug, der die Punkte EI
B2, ••• miteinander verbindet und wegen der Svmmetrieeigen-
schaft (III,20) der Transformation symmetrisch zu der aus
K(X) hervergegangenen geschlossenen Kurve ist. Die belden
Kurven haben neben der Nullstelle S von Kund K' noch minde-
stens einen weiteren Schnittpunkt, der auf der X-Achse
liegt. Durch Betrachtung des Verhaltens dieses Punktes unter
Transformation und inverser Transformation findet man, dass
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die gespiegelte Kurve die Originalkurve auf allen Tel1-
siuecken genau einmal schneiden muss. Das ist jedoch nur
dann moeglich, wenn be Lde Kurven symmetrisch zur X-Achse
verlaufen, was im Widerspruch steht zur Voraussetzung; denn
die fixpunkte eines Satzes, die ja nach K~nstruktion auf die
Kurve fallen, sollten asymmetrisch zur X-Achse liegen.
Die Voraussetzung, ein Satz Fixpunkte habe keinen Punkt mit
dem spiegelbildlichen Satz gemeinsam, ruehrt zu Widersprue-
chen und ist deshalb falsch. Aus der soeben bewiesenen Tat-
sache, dass ein fixpunkt mit seinem Spiegel satz mindestens
einen Punkt teIlt, folgt sofort, dass beide Saetze identisch
sind, denn jedes Paar von Teilchenkoordinaten kann nur zu
einer einzigen Teilchenbahn gehoeren.
EINIGE fOLGERUNGEN
Wegen der Symmetr i e eines FI:xpunk t satzes bzgl. der X-Ach se
1 legt in einem Ensemble ungerader Ordnung genau ein Punkt
auf der X-Achse. Transformiert man ihn mittels T und T-l, so
durchlaeuft man die Folge der Fixpunkte, die einander spie-
gelbildlich gegenueber liegen. Man erkennt, dass sich der
Kreis nur schllessen kann, indem 2 Punkte, die einander zum
Spiegelpunkt haben, einander auch zum Bildpunkt haben (unter
T bzw. T-I).
In gleicher Weise ueberzeugt man sich ,dass auch bei ach-
senfremden Saetzen das zVkllsche Durchlaufen einer fixpunkt-
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folge nur dadurch moeglich wird, dass zwei Paare von Spie-
gelpunkten den jeweiligen Partner zum Bild haben. In diesen
faellen fuehrt die ieilchenbahn beim Uebergang von Partner
zu Partner in der anderen Bezugsebene auf einen Achsenpunkt,
d. h. die Bahn ist extremal. Davon kann man sich durch ein-
faches Nachrechnen mittels der formeln (111,28) und (111,30)
ueberzeugen. (Es wird die Gelegen~eit benutzt, daran zu er-
innern, dass in den formeln am Schluss von Kapitel 111 die
Symbole C und S die durch (111,27) definierte Bedeutung ha-
ben, also Cosinus und Sinus des halben Phasenvorschubs pro
Umlauf darstellen, dagegen im restlichen Tell der Arbeit,
entsprechend (11,7) und (11,8), die analogen Groessen fuer
einen vcllen Umlauf bedeuten).
Dass umgekehrt die Bilder eines In Bezugsebene 1 auf der
Achse gelegenen Punktes nach Vorwaerts- bzw. Rueck-
waerts-Transformation in Bezugsebene 2 spiegelbildlich zu-
einander liegen muessen (und umgekehrt), ersieht man bereits
aus der am Ende von Kapitel 111 erwaehnten Symmetrie der
formeln.
Schliesslich folgt hieraus noch, dass Ensembles von fixpunk-
ten gerader Ordnung in einer der belden ßezugsebenen achsen-































dIe Zeilenlaengeam Anfang des Pro-
direkte Verwendung der ausgegebenen
der Zeichen, die den vorliegenden
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A N H A N G A2
.==-=== ==:=====-=.:
DAS CHECKPROGRAMM FUER DIE FIXPUNKTE
--------------....---------------------
Das umseitige FORMAC-PL/l-Programm macht die Probe auf die
Loesungen der Fixpunktgleichungen von Kapitel IV, und zwar
fuer die Ordnungen N von eins bis sechs, soweit explizite
Loesungen erhalten werden konnten.
Hierzu werden die Koordlnatenpaare der Transformation ue be r
einen Umlauf in Bezugsebene 1 unterworfen. Das geschieht in
Prozedur REVOLU). Nach jedem Umlauf werden die erhaltenen
Formeln vereinfacht,wobei die Beziehungen zwischen den trl-
gonometrischen Funktionen in ihrer eintachstenForm ausge-
nutzt werden (Prozedur TRIGGNA).
stimmen die erhaltenen Koordinaten mit den Startkoordinaten
ueberein, werden Startpunkt und N-l Folgepunkte ausgegeben,
8vl1. etwas modifiziert, falls nicht, wird abermals trans-





Resultate in dem Strom
Text bilden.
Um eine korrekte Wiedergabe des Programms zu ermoeglichen,






ON CONDITION tOENERRR) STOP;
OPEN fiLE« S YSPR INTl LI NESI lEt 561 ;OPTSET tlINElENGTH=Sb) ;
DCl lNUMMA,OROER,M,K,L,I,N,MARKtlOJ,MAR,J) fIXED BIN;
LET (SUMMAfl) :: O;SUMMA{Z) :: 4;SUMMAI3} = 2;SUMMA(4) :: 1);
NUMMA :: 6;
LOOP: 00 ORDER:: 1 TO 6;LET ( ORD = flORDER" J;




LET ( FV{ 1,1) -= 0 );
LETf RAD:: Cl - Cl**Z +Z*XO*S*tl - Cl - SUMMA(ORD) J;
IF ORDER :: 1 THEN
DO;lET( Tl :: XO + (1 - C)IS + WURIEl/S ),
END;
IF ORDER = 2 I ORDER :: 3 THEN
00;
LET (Tl:: XC - 11 • Cl/S +WURZEL/S ),
END;
If ORDER :: 4 THEN
00;
LET ( Tl = XO + WURLEtlS - CIS;
FYfl,lJ :: RADIX/lS*S);
FYf2,1} :: WURZEL/CS*S);
RAAO = WURlEl**2 + 2*WURIEl );
FNO;
IF ORDER = 6 THEN
00 ;
LET { Tl :: XO + ( WURZEl*tl-C)-CJ/S;
FY(l,l) :: -RADIX/fS*S);
RAAD:: 2*XO*S*«1-C)+(I-CJ**2+WURIEl*(1-C)-3/4;
RAD:: z*XO*t l+CHS+l );
END;
PUT EOITt 'VERSUCH \l ,ORDER.' --- MAXIMAL • ,NUMMA,' UMLAEUFE')
(PAGE,A,ft2),A,FIl),AJ;PUT SKIPi2J;PUT lIST('ANSATI:');PUT
SKIP;
PRINT_OUTCFXil,lj = EXPANOITl} );
PUT SKIPIZ) ;PRINT_OUT«FYU,lH.
pur SKIP(Sl;
If ORDER = 4 THEN
OO;PRINT_OUTlfXI2,ll :: FX(l,l} J;
pur SKIP(2);PRINT_OUTfFYt2,1));PUT SKIPtSl;
END;
PUl LISlC'DIE RADIKANDEN DER QUADRAlkURIElN SIND:');
pur SKIP(2);PRINT_OUT(RAAD;RAD);
M = 1;
IF ORDER = 4 ~HEN M :: 2.
1*
OIE STARTPUNKTE WERDEN UEBER MAXIMAL SECHS UMLAEUFE
TRANSFORMIERT. NACH JEDEM UMLAUF WIRD NACHGESEHEN, OB DAS
ERGEBNIS MIT DEM STARTPUNKT UEBEREINSTIMMT. WENN JA. WERDEN





MI: K = K + l;IF K > ORDER THEN GO TG M8;
L=K+l; LET lK="K";l="l");
M2: 00 I = 1 Ta Mi lET i{ = "l"J;
MAI: cxu, REVOlUI'FXI{,KP.llfY(I,KJf,'ZCU','ltZ)');
M3: 00 N = 1 TO 2; lET IN = "N");
LET (Gi = EXPANOlltN».;
LET ( G2 = REPlACE{Gl,RADIX**Z,RAAD,
RADIX*.4,RAAD**Z,RADIX**3,RAAO*RADIX J; GI = EXPAND(GZ);
G2 = REPlACElGl,WURIEl**4,RAD**Z, WURIEL**3,RAD*WURZEl,
WURZEL**Z,RADJ;Gl = EXPAND(GZ) J;
IF N = 1 THEN LET « GI = EXPANO(Gl*S) J;
ELSE LET « Gl = EXPANDIGl*S**ZJ };
CAllTRIGONAI'Gl','GZ'I;
IF N = 1 THEN lET C ZtNJ = EXPANDIGZ IS»;
ELSE LET « ZIN) = EXPANO{G2 /(S**2»);
END M3;
PAi: LET (FXtI,t' = Z(I); FY(I,lJ = ZfZ));
MA4= END H2;
M4: 00 N = 1 TO M; LETfN="N");MARKlN)=O;
IF IOENTfFXIN,ll;fXfN,l») THEN GO TO M5; ELSE GO Ta Mb;
M5: If IDEN! IFYIN,L);fYIN,lJ) THEN MARKIN)=l; ELSE GOTO Mb;
M6: END M4;
MAR= 0;
Ml: bo N = 1 TO M;
IF MARK(N)=l THEN 00 ; PUT SKIP(S); PUT EOIT('LOESUNG " N ,
, NACH " K,' UMlAEUfENWIEOER ERREICH") IA,F(Z),A,F(ZJ,A);
pur- SKIPfZJ; MAR = 1;
END M1;
IF MAR : 1 JHEN GO TO HIO;ELSE ~u JO MI;
M8: PUT EOIT«'NACH ',K-l,' UMLAEUFEN ANSATZ NICHT
BE STAET 1Gf' »
(SKIP(S),A,F(li,AJ; GO Ta M20;
MIO: PUT EOITl'fIXPUNKTE DER ORDNUNG ',KJ (PAGE, A,f( IJ);
PUT SKIP« 5) ;
00 J =: 1 TO K; lET « J=tiJ");
MIl: 00 N = 1 TO Mi lET « N = flN" J;
IF MARKeN) ~=l THEN GO TO M12;
LET « GH = FXtN,J);GH=GH-XO; GH=EXPANO(GH*S);GH=GH/S;
FX«N,J) =: XO + GH );
PRINT_OUTlfxtN, J»;
PRINT_OUT(PX(JJ := fXtN,J»;
lET « GH =: fYIN,J);GH=EXPANOfGH*S*S) 1;
IF ORDER := 6 THEN
00;
IF J = 1 J J = 4 THEN GO TO HHMM;
IF J == 2 THEN
00;
lETIGHH:::: -1/Z*«RAOIX+WURlEl*U-C)-1/2); GHHZ = GHH);
ENO;
tf J == 3 THEN lET « GHH = - GHHZ );
If J := 5 THEN
00;
lET (GHH =: l/Z*tRAOIX-WURZEL*11-C}+1/2); GHHS = GHH);
END;
IF J = 6 THEN lET ( GHH = - GHH5 J;




END;LEJ I GH = GHH );
END;
MMMM:
LET ( GH=GH/(S*S);fYfN,J)=GH 1;
PRINT_OUT{PY(J) = FYCN,J});
PRINT_OUT(FYtN,J»); pur SKIP(3);
M12 : END M11 ;
END;
IF ORDER = 4 J ORDER = 6 THEN
00;
pur SKIP(51;








pur lIST{tENOOF JOB'} PAGE;
TRIGJNA:PROC(EX135,EX235';
1* THI S PROCEDURE REPLACES '" I lHI N THE fORMA(-VARI ABlE EX135
WHICH IS PASSED BV THE CALlING PROGRAM, (**2 (CORRESPONOING
TO COS**2) BY 1-S**2 (CORRESPONDING TO 1-SIN**2J ANO
PROCEEOS IN SIMILAR WAY FOR HIGHER POWERS QF C. */
OCL ( EX135,EX235) CHARtS) VAR,
(M,N,NZ) fIXEO BIN;
LET ( E35 = EXPANO{"EX135"J; MC35=HIGHPOW{E35,C) );
M=INTEGERlMC35.i
If M > 1 THEN
00;
00 N=M TO 2 BY -1;
N2=N/2; If 2*N2=N THEN
LET (A35= REPLACElE35 ,C**"N"2(1-S**21M* "NZ")];
ELSE lET (A35= REPLACE CE35 ,C**"N", (l-S**2)**"N2"*CJ);
LET ( E35 = EXPANO(A35) J;
END;
END;
LET ( "EX235" = E35 ); ATOMIlE(E35;A35;MC35); RETURN;
END TRIGONA;
REVOlU: PROCEDURE(Xl,Yl,X2,Yl';
1* DIESE PROCEDUR TRANSFORMIERT OEN PUNKT (Xl,Vl) UEBER
EINEN UMLAUf IN DEN PUNKT (XZ,YZ). *1
OCL (Xl,X2,Yl,Y2 » CHARACTER(S) VARYING;
lET (XA="Xl";YA="Yl");
rRANSF : lET tXM = XA;YM = YA+l/2*IXA-XO)**2;
xa = EXPANDIC*XM+S*YM);YN = -S*XM+C*YM;
YB = EXPANO(YN + l/Z*(XB-XOJ**Z));






A N H A N G A3
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BEWEIS DER IRREDUZIBILITAET GEWISSER fiXPUNKTPOLYNOME
------------------------------------------------
Die Behauptung ist folgende: das Pol~nom 6. Grades, dessen
Nullstellen die Fixpunkte auf der X-Achse In Bezugsebene 1
liefern und dessen Koeffizienten algebraische Funktionen der
Parameter XO, C und S sind, laesst sich nicht In solcher
Weise in faktoren zerlegen, dass die Koeffizienten der fak-
torpolynome gleichfalls algebraische Ausdruecke in XO, C und
S darstellen; das gleiche gilt fuer das Polynom 10. Grades,
das die Achsenfixpunkte 6. Ordnung in Bezugsebene 1 liefert.
Der Beweis laesst sich durch ein numerisches Beispiel fueh-
ren: kann man einen Satz von Parametern finden, fuer den die
Zerlegung unmoeglich ist, so hat man die Behauptung bewie-
sen. Wichtig ist dabei, dass die Koeffizienten wirklich ex-
akt und nicht nur naeherungsweise berechnet werden.
Da Sinus und Cosinus in den hier interessierenden faellen
keine ganzen Zahlen sind, muss man rationale Werte dieser
funkt I o ne n waehlen. Das FORMAC-System (10] gestattet rat 10-
nale Arithmetik; daher lag es nahe, die Frage mittels eines
entsprechenden Programms zu klaeren.
Mit dem Parametersatz XO=l, C=3/5, S=4/5 (pythagoraeische
Zahlen in C und S) wurden die in Kapitel IV beschriebenen
Transformationen ab ovo aufgestellt und die fixpunktglei-




Die auf diese Welse erhaltenen Polynome 6. und 10. Grades
wurden einem speziell dafuer entwickelten Programm elngege-
ben, das untersucht, ob ein vorgelegtes Polynom mit rationa-
len Koeffizienten Teiler der gleichen Eigenschaft besitzt
[12]. Die vom Programm verwendete Methode Ist das Verfahren
ven Kronecker [13J.
Es stellte sich heraus, dass beide Polynome nicht reduzibel
sind, q. e. d.
Es waere denkbar, dass das FIxpunktpolynom fuer die Ordnung
5, da es vcm 6. Grade ist, als ein Polynom 2. Grades In
einem Polynom 3. Gr.ades geschrieben werden kann oder umge-
kehrt. Auch dieser frage wurde nachgegangen und dazu unter-
sucht, welchen Bedingungen die Koeffizienten eines Polynoms
vom Grade 6 genuegen muessen, damit es sich auf die eine
oder die andere Weise schreiben laesst.
Bezeichnet man den Koeffizienten der I-ten Potenz mit GA( I)
und setzt GA(6):1, was keine EinschraenkUng bedeutet, so er-
geben sich die folgenden Bedingungen:
fuer den fall, dass das aeussere Polynom vom Grade 2 ist:
2
o = - GA(2) + 1/2 GA(3) GA(5) - 3/8 GA(4) GA(5)
-~--~------~-----~---~---------------------------~--~---
4
-+ 5/64 GA( 5)
2
... 1/4 GA( Li)
o =
2
GA{ 1) - 1/4 GA( 4\ ) GA( 5) + 1/2 GA( 4) GAC 3 )
2
- 1/8 GA(3) GA(5)
:3





fuer den fall, dass das innere Polynom vom Grade 2 ist:
3
o = - GA( 3) + 2/3 GA( 4) GA( 5) - 5/2? GAC 5 )
J
o = - GA( 1) + 1/3 GA( 2) GA( 5) - 1/27 GA( 4) GA( 5 )
5
+ 1/81 GA( 5)
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